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This report contains the progress status of the PhD project titled “Structure preserving formulation of high viscous fluid 
flows”. It describes the first ideas to a numerical scheme, which conserves mass and momentum in a discrete sense. It 
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+∇ · (ρuu) = −∇ ·Π+ fext, ✭✷✳✶✮
'❤❡ ♠❛.. ❝♦♥.❡*✈❛'✐♦♥ ❧❛✇✿
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0 ✭✷✳✷✮
❛♥❞ .♦♠❡ ❝♦♥.'✐'✉'✐✈❡ ❡>✉❛'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡.❝*✐❜❡. '❤❡ *❡❧❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ .'*❡..❡. ❛♥❞ ❞❡❢♦*♠❛'✐♦♥✳
❘❤❡♦❧♦❣② ✐. '❤❡ .'✉❞② ♦❢ .✉❝❤ *❡❧❛'✐♦♥.✳ ■♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✮ ρ ✐. '❤❡ ❞❡♥.✐'② ♦❢ '❤❡ ✢✉✐❞✱ u ✐. '❤❡
✈❡❧♦❝✐'② ✈❡❝'♦*✱ Π ✐. '❤❡ '♦'❛❧ .'*❡.. '❡♥.♦* ❛♥❞ fext ✐. ❛ ❢♦*❝❡ ✈❡❝'♦* ❞❡.❝*✐❜✐♥❣ '❤❡ ❡①'❡*♥❛❧ ❜♦❞②
❢♦*❝❡. ✭❡✳❣✳ ❣*❛✈✐'② ❣✐✈❡♥ ❜② fext = ρg✱ ✇❤❡*❡ g ✐. '❤❡ ❣*❛✈✐'❛'✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡*❛'✐♦♥✮✳ ❇♦'❤ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞
✭✷✳✷✮ ❛*❡ ❞❡*✐✈❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛' '❤❡ ♠♦♠❡♥'✉♠ ❛♥❞ ♠❛.. ❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛♥ ❛*❜✐'*❛*② ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡
✢✉①❡. ♦✈❡* '❤❡ ❜♦✉♥❞❛*✐❡. ❛*❡ ❡>✉❛'❡❞ '♦ '❤❡ ✐♥'❡*♥❛❧ ❝♦♥'*✐❜✉'✐♦♥.✳ ❚❤❡ '♦'❛❧ .'*❡.. '❡♥.♦*✱ Π✱
✐. '❤❡ ♠♦♠❡♥'✉♠ ✢✉① ♦✈❡* '❤❡ ❜♦✉♥❞❛*✐❡. ♦❢ '❤❡ ❛*❜✐'*❛*② ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ ✐' ✐. ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ '✇♦ ♣❛*'.✿
Π = pI + τ . ✭✷✳✸✮
❚❤❡ '❤❡*♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣*❡..✉*❡✱ p✱ ✐. *❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ❞❡♥.✐'② ❛♥❞ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ ♦❢ '❤❡ ✢✉✐❞ '❤*♦✉❣❤ ❛♥
❡>✉❛'✐♦♥ ♦❢ .'❛'❡✱ ❡✳❣✳ '❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛. ❧❛✇✳ ❚❤❡ ✈✐.❝♦✉. .'*❡.. '❡♥.♦* τ ♦♥ '❤❡ ♦'❤❡* ❤❛♥❞ ✐. *❡❧❛'❡❞
'♦ '❤❡ ❞❡❢♦*♠❛'✐♦♥ *❛'❡ ♦❢ '❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ ✐. ❤❡♥❝❡ ③❡*♦✱ ✇❤❡♥ '❤❡ ✢✉✐❞ ✐. .'❛'✐♦♥❛*②✳ ❋♦*
♥♦♥✲✐.♦'❤❡*♠❛❧ ✢♦✇. ✐' ✐. ❛❧.♦ *❡>✉✐*❡❞ '♦ ❝♦♥.✐❞❡* '❤❡ ❝♦♥.❡*✈❛'✐♦♥ ♦❢ ✐♥'❡*♥❛❧ ❡♥❡*❣② ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥.'✐'✉'✐✈❡ *❡❧❛'✐♦♥. *❡❧❛'✐♥❣ '❤❡ '❡♠♣❡*❛'✉*❡ '♦ '❤❡ ✐♥'❡*♥❛❧ ❡♥❡*❣② ❧✐❦❡ '❤❡ ❋♦✉*✐❡*✬.
❧❛✇ ♦❢ ❤❡❛' ❝♦♥❞✉❝'✐♦♥✳ ❇② ❛..✉♠✐♥❣ '❤❛' '❤❡ .②.'❡♠ ✐. ✐.♦'❤❡*♠❛❧ ❛❧❧♦✇. ❛ .✉❜.'❛♥'✐❛❧ *❡❞✉❝'✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐'②✳ ❙✐♥❝❡ '❤❡ ✢✉✐❞ ♦❢ ✐♥'❡*❡.' ♦❢'❡♥ ✐. >✉✐'❡ ❞❡♥.❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣*❡..✐❜✐❧✐'② ❛..✉♠♣'✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ✐♥'*♦❞✉❝❡❞ ✇✐'❤♦✉' .✐❣♥✐✜❝❛♥' ❡**♦*.✳ ❚❤✐. ♠❛❦❡. '❤❡ ❡>✉❛'✐♦♥ ♦❢ .'❛'❡ *❡❞✉♥❞❛♥'✱ ❛. '❤❡





+ u · ∇u
)
= −∇ ·Π+ fext, ✭✷✳✹✮
❛♥❞
∇ · u = 0. ✭✷✳✺✮
❚❤❡.❡ '✇♦ ❡>✉❛'✐♦♥. ❛*❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ✐♥❝♦♠♣*❡..✐❜❧❡ ✐.♦'❤❡*♠❛❧ ✢♦✇.✱ ❛♥❞ '❤❡ ♦♥❧② '❤✐♥❣ '❤❛'
.❡♣❛*❛'❡. ❞✐✛❡*❡♥' ✢♦✇. ❛*❡ '❤❡ ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐'✐♦♥.✱ '❤❡ ✐♥✐'✐❛❧ ❝♦♥❞✐'✐♦♥. ❛♥❞ '❤❡ ✈✐.❝♦✉.
.'*❡..✴.'*❛✐♥✲*❛'❡ *❡❧❛'✐♦♥✱ ✇❤❡*❡ '❤❡ ❧❛''❡* ❝❛♥ ❜❡ >✉✐'❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ '♦ ❞❡.❝*✐❜❡✳ ❚❤❡ ✈✐.❝♦.✐'② ♦❢
'❤❡ ✢✉✐❞ ♦❢ ✐♥'❡*❡.' ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉*✐♥❣ '❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♠❡♠♦*② ❡✛❡❝'. ❝❛♥ ❜❡ ♣*❡.❡♥'✳
✷✳✶ ◆❡✇&♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞.
❚❤❡*❡ ❛*❡ ❛ .♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛.. ♦❢ ✢✉✐❞. ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛* *❡❧❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✈✐.❝♦✉. .'*❡.. ❛♥❞ '❤❡
❞❡❢♦*♠❛'✐♦♥ *❛'❡✳ ❚❤❡.❡ ❛*❡ ❝❛❧❧❡❞ ◆❡✇'♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ ❜❡❝❛✉.❡ ✐' ✇❛. ◆❡✇'♦♥✱ ✇❤♦ ❞✐.❝♦✈❡*❡❞ '❤✐.
























❍❡'❡ ❛❣❛✐♥ n ✐, ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ❞❡+❡'♠✐♥✐♥❣ +❤❡ ,❧♦♣❡ ♦❢ +❤❡ ❡①♣♦♥❡♥+✐❛❧ '❡❣✐♦♥✱ η0 ✐, +❤❡ ✈✐,❝♦,✐+②
❧✐♠✐+ ❛+ ❧♦✇ ,❤❡❛' '❛+❡,✱ η∞ ✐, +❤❡ ✈✐,❝♦,✐+② ❧✐♠✐+ ❛+ ❤✐❣❤ ,❤❡❛' '❛+❡,✱ a ✐, ❛ ❢❛❝+♦' ❞❡+❡'♠✐♥✐♥❣ +❤❡
✇✐❞+❤ ♦❢ +❤❡ +'❛♥,✐+✐♦♥ '❡❣✐♦♥ ❛♥❞ λ ❞❡+❡'♠✐♥❡, +❤❡ ,❤❡❛' '❛+❡✱ ✇❤❡'❡ +❤❡ +'❛♥,✐+✐♦♥ ,+❛'+,✳ ❇♦+❤
♠♦❞❡❧, ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ,❤❡❛' +❤✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ +❤✐❝❦❡♥✐♥❣✳ ■♥ +❤❡ ♣♦✇❡' ❧❛✇ ♠♦❞❡❧ ,❤❡❛' +❤✐♥♥✐♥❣ ✐,
,✐♠✉❧❛+❡❞ ✇❤❡♥ 0 < n < 1✱ ✇❤✐❧❡ ,❤❡❛' +❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✐, '❡♣❧✐❝❛+❡❞ ✇❤❡♥ n > 1✳ ❋♦' +❤❡
❈❛''❡❛✉✲❨❛,✉❞❛ ♠♦❞❡❧ 0 < n < 1✱ ❛♥❞ ,❤❡❛' +❤✐♥♥✐♥❣ ✐, ,✐♠✉❧❛+❡❞ ✇❤❡♥ η0 > η∞ ✇❤✐❧❡ ❢♦' ,❤❡❛'
+❤✐❝❦❡♥✐♥❣ η0 < η∞✳ ❚❤❡ +✇♦ ♠♦❞❡❧, ❛'❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✹ ❢♦' ,❤❡❛'
+❤✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ +❤✐❝❦❡♥✐♥❣✱ '❡,♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❈❛''❡❛✉✲❨❛,✉❞❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛, +❤❡ ❛❞✈❛♥+❛❣❡ +❤❛+ +❤❡'❡
❛'❡ ♠♦'❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+,✱ +❤❛+ ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ +♦ ❝✉'✈❡ ✜+ ②♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❞❛+❛✳
✷✳✸ ▼❡♠♦'② ❡✛❡❝+,
❚❤❡ ✢✉✐❞ ♠♦❞❡❧, ❞❡,❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✷✳✷ ♦♥❧② ,✐♠✉❧❛+❡ ✈✐,❝♦✉, ❡✛❡❝+,✳ ❚❤❛+ ♠❡❛♥, +❤❛+ ❛❧❧ +❤❡
❡♥❡'❣② ✐, ❞✐,,✐♣❛+❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ '❡❢❡'❡♥❝❡, +♦ ❡❛'❧✐❡' ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥, ❛'❡ ❧♦,+✳ ▼❛♥② ✢✉✐❞, ❛❧,♦ ❤❛✈❡
❡❧❛,+✐❝ ❡✛❡❝+,✱ ✇❤❡'❡ ❛ ♣❛'+ ♦❢ +❤❡ ,+'❡,, ✐, ❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦♥ ❡❛'❧✐❡' ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥,✳ ❚❤✐, ❝❛✉,❡,
❡✛❡❝+, ❧✐❦❡ +❤❡ ❲❡✐,,❡♥❜❡'❣ ❡✛❡❝+✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ,❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✺✱ ❛♥❞ ❞✐❡ ,✇❡❧❧✱ ,❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✻✳
❚❤❡ ❲❡✐,,❡♥❜❡'❣ ❡✛❡❝+ ✐, ♦❜,❡'✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❛,+✐❝ ❧✐M✉✐❞ ✐, ,+✐''❡❞✳ ■♥+✉✐+✐✈❡❧② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❛,,✉♠❡
+❤❛+ +❤❡ ❝❡♥+'✐❢✉❣❛❧ ❢♦'❝❡, ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ +❤❡ ✢✉✐❞ ❛✇❛② ❢'♦♠ ✇❤✐,❦✱ ❜✉+ ✐+ ✐, ♦❜,❡'✈❡❞ +❤❛+ +❤❡ ✢✉✐❞
❝❧✐♠❜, +❤❡ ✇❤✐,❦ ✐♥,+❡❛❞❀ ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❢'♦♠ +❤❡ ❦✐+❝❤❡♥ ✐, ❞♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❝❧✐♠❜, +❤❡ ♠✐①❡'
❜❧❛❞❡,✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❝❝✉', ❜❡❝❛✉,❡ +❤❡ ✢✉✐❞ ✐, ,+'❡+❝❤❡❞ ❧✐❦❡ ❛ '✉❜❜❡' ❜❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡ ,M✉❡❡③✐♥❣ +❤❡
❜❧❛❞❡,✱ ❛♥❞ ,✐♥❝❡ +❤❡ ♦✉+❡' ✧'✉❜❜❡' ❜❛♥❞,✧ ❞✐,♣❧❛❝❡, +❤❡ ✐♥♥❡' ♦♥❡,✱ +❤❡,❡ ❝❧✐♠❜, +❤❡ ❜❧❛❞❡,✳ ❉✐❡
,✇❡❧❧ ✐, ♦❜,❡'✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ❡❧❛,+✐❝ ✢✉✐❞ ❡①✐+, ❢'♦♠ ❛ ❞✐❡ ✐♥+♦ ♦♣❡♥ ❛✐'✳ ❆, +❤❡ ❡❧❛,+✐❝ ,+'❡,,❡, ❛'❡
✧'❡❧❡❛,❡❞✧ +❤❡ ❧✐M✉✐❞ ,+'❡❛♠ ✐♥❝'❡❛,❡, ✐♥ ❞✐❛♠❡+❡'✳ ❆ ✇❛② +♦ ✐♥❝♦'♣♦'❛+❡ ❡❧❛,+✐❝ ,+'❡,, ✐, +♦ ,✉♠
❍♦♦❦❡✬, ❧❛✇ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛,+✐❝ ,♦❧✐❞ ✇✐+❤ +❤❡ ◆❡✇+♦♥✬, ❧❛✇ ♦❢ ✈✐,❝♦,✐+②✳ ◆❡✇+♦♥✬, ❧❛✇ ♦❢ ✈✐,❝♦,✐+② ✇❛,
❞❡'✐✈❡❞ ❢♦' ❛ ❈♦✉❡++❡ ✢♦✇✱ ❞❡♣✐❝+❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✷✳✼✱ ✇❤❡'❡ +❤❡ ✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐, ✐♥✜♥✐+❡ ✐♥ +❤❡ ①✲
❛♥❞ ③✲❞✐'❡❝+✐♦♥✱ +❤❡ ❜♦++♦♠ ♦❢ +❤❡ ✢✉✐❞ ✐, ,+❛+✐♦♥❛'② ❛♥❞ +❤❡ +♦♣ ❤❛, ❛ ✈❡❧♦❝✐+②✱ V ✳ ❚❤❡ ,❤❡❛'





✇❤❡'❡ u ✐, +❤❡ ①✲❝♦♠♣♦♥❡♥+ ♦❢ +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✈❡❝+♦'✳ ❚❤❡ ❡❧❛,+✐❝ ,❤❡❛' ,+'❡,, ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② ❍♦♦❦❡✬,











































































❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✲ ❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦✇❡% ❧❛✇ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ *❤❡ ❈❛%%❡❛✉✲❨❛'✉❞❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦% ❛ '❤❡❛% *❤✐♥♥✐♥❣
✢✉✐❞✳ 6♦✇❡% ❧❛✇ ♠♦❞❡❧✿ n = 0.1✱ m = 10000✳
❈❛%%❡❛✉✲❨❛'✉❞❛ ♠♦❞❡❧✿ n = 0.1✱ η0 = 10000
η∞ = 10 ❛♥❞ a = 2✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✲ ❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ♦❢ *❤❡ ♣♦✇❡% ❧❛✇
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ *❤❡ ❈❛%%❡❛✉✲❨❛'✉❞❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦% ❛ '❤❡❛%
*❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✢✉✐❞✳ 6♦✇❡% ❧❛✇ ♠♦❞❡❧✿ n = 2✱ m =
10000✳ ❈❛%%❡❛✉✲❨❛'✉❞❛ ♠♦❞❡❧✿ n = 0.1✱ η0 = 10
η∞ = 10000 ❛♥❞ a = 2✳
✺
G D γyx(tref , t)
t tref










































✷✳✹✳ ▲✐♠✐&❛&✐♦♥* &♦ &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧










✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥&❡5♣5❡& ❛* &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡  ❡❧❛①❛%✐♦♥ %✐♠❡ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❛* λ = µ
G
✱ ❛♥❞
❞❡*❝5✐❜❡* ❤♦✇ ❧♦♥❣ &✐♠❡ ❡❧❛*&✐❝ ❡✛❡❝&* ❛5❡ ♣5❡*❡♥&✳ ❆❢&❡5 &❤❡ 5❡❧❛①❛&✐♦♥ &✐♠❡ ♦♥❧② ✈✐*❝♦✉* ❡✛❡❝&*
❛5❡ ♣5❡*❡♥&✱ ❛♥❞ &❤❡ ❡❛5❧✐❡5 5❡❢❡5❡♥❝❡ ❝♦♥✜❣✉5❛&✐♦♥ ❤❛* ❜❡❡♥ ✧❢♦5❣♦&&❡♥✧✳ ■& ❝❛♥ ❜❡ *❡❡♥ &❤❛& ✇❤❡♥
G≪ µ &❤❡♥ λ→ ∞✱ ❛♥❞ &❤❡ *②*&❡♠ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②* ❜❡ ❞♦♠✐♥❛&❡❞ ❜② ❡❧❛*&✐❝ ❡✛❡❝&*✳ ❲❤❡♥ G≫ µ
&❤❡♥ λ→ 0✱ ❛♥❞ &❤❡ *②*&❡♠ 5❡❛❝❤❡* ❛♥ ✐♥❡❧❛*&✐❝ *&❛&❡ ❛❧♠♦*& ✐♥*&❛♥&❛♥❡♦✉*❧②✳ ❚❤❡5❡ ❛5❡ ♦&❤❡5
*♣5✐♥❣ ❞❛*❤♣♦& *②*&❡♠*✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ &♦ ♦&❤❡5 ❡J✉❛&✐♦♥*✱ ❜✉& ❛❧❧ ❤❛✈❡ &❤❡ *❛♠❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛
♣❛5& ✇❤✐❝❤ ❝♦♥*❡5✈❡* ❡♥❡5❣②✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛5& ✇❤✐❝❤ ❞✐**✐♣❛&❡* ❡♥❡5❣②✳ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡











♦✈❡5 ❛❧❧ ♣❛*& &✐♠❡* &♦ &❤❡ &✐♠❡ ♦❢ ✐♥&❡5❡*& t✳ ❇② 5❡J✉✐5✐♥❣ &❤❛& &❤❡ *&5❡** ✐* ✜♥✐&❡ ❛& t = −∞ &❤❡
✐♥&❡❣5❛❧ ❢♦5♠ ♦❢ &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐* ♦❜&❛✐♥❡❞✿











✇❤❡5❡ &❤❡ &❡5♠ ✐♥ &❤❡ *J✉❛5❡ ❜5❛❝❦❡&* ❛5❡ &❤❡ ✧✈❛5✐❛❜❧❡ ❢♦5❣❡&&✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥✧✱ ✇❤✐❧❡ γ̇(t′) ✐* &❤❡
*&5❛✐♥ 5❛&❡ ✐♥ &❤❡ ♣❛*& &✐♠❡*✳ ■& ✐* *❡❡♥ &❤❛& ✇❤❡♥ t→ ∞✱ &❤❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ &❡5♠ ❛♣♣5♦❛❝❤❡* ③❡5♦✱
♠❡❛♥✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛&❡❞ *&5❡** ❜❡❝♦♠❡* *♠❛❧❧❡5 ❛♥❞ *♠❛❧❧❡5✱ ❤❡♥❝❡ &❤❡ ♥❛♠❡ ✧✈❛5✐❛❜❧❡











γ(t, t′) dt′, ✭✷✳✷✵✮
✷✳✹ ▲✐♠✐&❛&✐♦♥* &♦ &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧
■♥ ✶✾✺✵ ❏❛♠❡* ●✳ ❖❧❞5♦②❞ *&❛&❡❞ &❤❡ ♠❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ 5❡J✉✐5❡♠❡♥&*✱ &❤❛& ❛ 5❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠✉*&
❢✉❧✜❧❧✱ ❬❖❧❞5♦②❞✱ ✶✾✺✵❪✳ ❖♥❡ ♦❢ &❤❡♠ ✐* &❤❛& &❤❡ ♠♦❞❡❧ *❤❛❧❧ ❜❡ ❢5❛♠❡ ✐♥✈❛5✐❛♥&✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥* &❤❡
✢♦✇ ♣5❡❞✐❝&❡❞ *❤♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ *❛♠❡ 5❡❣❛5❞❧❡** ♦❢ &❤❡ ❝♦♦5❞✐♥❛&❡ ❢5❛♠❡ ♦❢ &❤❡ *②*&❡♠ ✭❈❛5&❡*✐❛♥✱
♣♦❧❛5✱ 5♦&❛&✐♦♥❛❧ ❡&❝✳✮✳ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ✭✷✳✶✽✮✱ ❞♦❡* ♥♦& ❢✉❧✜❧❧ &❤✐*✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ *❤♦✇♥ ✐♥
&❤❡ *♦ ❝❛❧❧❡❞ %✉ ♥%❛❜❧❡ ❡①♣❡ ✐♠❡♥% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❇✐5❞ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✽✼❪✳ ❋✐❣✉5❡ ✷✳✾ *❤♦✇* ❛
❤②♣♦&❤❡&✐❝❛❧ &❡*& *❡&✉♣✱ ✇❤❡5❡ ❛ ❈♦✉❡&&❡ ✢♦✇ ✐* ♣5♦❞✉❝❡❞ ❜② *♦♠❡ ❞❡✈✐*❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐* ✜①❡❞ ♦♥ ❛
&✉5♥&❛❜❧❡ 5♦&❛&✐♥❣ ✇✐&❤ ❛ ❝♦♥*&❛♥& ❛♥❣✉❧❛5 ✈❡❧♦❝✐&②✱ Ω✳ ❇② ❛**✉♠✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ✢✉✐❞ ✐* ❞❡*❝5✐❜❡❞ ❜②
&❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛&✐♥❣ &❤❡ *&5❛✐♥ 5❛&❡ ❛♥❞ &❤❡ *&5❡** ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡5✐✈❡ &❤❡ ♠❛&❡5✐❛❧
♣5♦♣❡5&✐❡*✱ ✇❤✐❝❤ *❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦❢ 5❡❢❡5❡♥❝❡ ❢5❛♠❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥* ❛5❡ ♥♦& ♣❡5❢♦5♠❡❞
❤❡5❡ ✭*❡❡ ❇✐5❞ ❡& ❛❧✳ ❬✶✾✽✼❪ ♦5 ▼♦55✐*♦♥ ❬✷✵✵✶❪✮✱ ❜✉& ✐& &✉5♥* ♦✉& &❤❛& ✐♥ &❤❡ ①②③✲❝♦♦5❞✐♥❛&❡
*②*&❡♠✱ &❤❡ ♠❛&❡5✐❛❧ ♣5♦♣❡5&✐❡* ❛5❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦♥ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡* ♥♦& ♠❛❦❡ *❡♥*❡ ❛& ❛❧❧✳ ❚❤✐*
♠❛❦❡* &❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈❛❧✐❞ ❛* ❛ ❝♦♥*&✐&✉&✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉& ✐& ❤❛* *❤♦✇♥ &♦ ❜❡ 5❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥ ✢♦✇*
✇✐&❤ *♠❛❧❧ *&5❛✐♥✲5❛&❡*✳
❚❤❡ *&❡♣ ✇❤❡5❡ ✐& ✇❡♥& ✇5♦♥❣ ✇❛* &❤❡ &5❛♥*❢♦5♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ *❝❛❧❛5 ❡J✉❛&✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ &♦ &❤❡
&❡♥*♦5✐❛❧ ❡J✉❛&✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ♣5♦❜❧❡♠ ✐* &❤❛& &❤❡ ✐♥✜♥✐&❡*✐♠❛❧ *&5❛✐♥ &❡♥*♦5 ✐♥ &❤❡ &❡♥*♦5✐❛❧
✈❡5*✐♦♥ ❞♦❡* ♥♦& &5❛♥*❢❡5 ✐♥✈❛5✐❛♥&❧② ❢5♦♠ ❛ *&❛&✐♦♥❛5② 5❡❢❡5❡♥❝❡ ❢5❛♠❡ &♦ ❛ 5♦&❛&✐♥❣✳ ❙♦ ❜②








❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✲ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $✉%♥$❛❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡
✷✳✺ ▲❛%❣❡ ❞❡❢♦%♠❛,✐♦♥/
❚❤❡ ✢❛✇ ♦❢ .❤❡ ❧✐♥❡❛1 ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ✐6 .❤❛. ✐. ✉6❡6 .❤❡ ✐♥✜♥✐.❡6✐♠❛❧ 6.1❛✐♥ .❡♥6♦1✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡6
♥♦. 6❡♣❛1❛.❡ 1✐❣✐❞ ❜♦❞② 1♦.❛.✐♦♥ ❢1♦♠ .❤❡ 1❡❧❛.✐✈❡ ❞❡❢♦1♠❛.✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉6❡ ♦♥❧② 6♠❛❧❧ 6.1❛✐♥6 ❛1❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ♣1♦♣❡1❧②✳ ❆ ✇❛② .♦ 1❡♠❡❞② .❤✐6 ✐6 .❤1♦✉❣❤ .❤❡ ✉6❡ ♦❢ .❤❡ ♣♦❧❛1 ❞❡❝♦♠♣♦6✐.✐♦♥ .❤❡♦1❡♠✱
✇❤✐❝❤ 6.❛.❡6 .❤❛. ❛♥② .❡♥6♦1 A ❢♦1 ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥✈❡16❡ A−1 ❡①✐6.6 ❤❛6 .✇♦ ✉♥✐?✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦6✐.✐♦♥6✿















= A ·U−1. ✭✷✳✷✹✮
R ✐6 ❛ ♣✉1❡ 1♦.❛.✐♦♥ .❡♥6♦1❀ ✐. ❝❤❛♥❣❡6 .❤❡ ❞✐1❡❝.✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛1❜✐.1❛1② ✈❡❝.♦1✱ ❜✉. ✐. ❞♦❡6 ♥♦.
❝❤❛♥❣❡ ✐.6 ♠❛❣♥✐.✉❞❡✳ ❚❤✐6 ♠❡❛♥6 .❤❛. U ❛♥❞ V ❝♦♥.❛✐♥ ❛❧❧ .❤❡ 6.1❡.❝❤ ✐♥❢♦1♠❛.✐♦♥ ♦❢ A✱ ❛♥❞
.❤❡② ❛1❡ ❝❛❧❧❡❞ 1✐❣❤. ❛♥❞ ❧❡❢. ❈❛✉❝❤②✲●1❡❡♥ 6.1❡.❝❤ .❡♥6♦16✱ 1❡6♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ 1✐❣❤.
6.1❡.❝❤ .❡♥6♦1 ❛♥❞ 1♦.❛.✐♦♥ .❡♥6♦1 ✐6 6❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ❛1❜✐.1❛1② ✈❡❝.♦1 u ✐6 .1❛♥6❢♦1♠❡❞
.♦ v ❜② .❤❡ .❡♥6♦1 A✳ ■❢ .❤✐6 .❡♥6♦1 ✐6 ❞❡❝♦♠♣♦6❡❞ .♦ ❛ 1♦.❛.✐♦♥ ♣❛1. R ❛♥❞ ❛ 6.1❡.❝❤ ♣❛1. U ✱
.❤❡♥ U .1❛♥6❢♦1♠6 u .♦ w✱ ❛♥❞ R 1♦.❛.❡6 w .♦ ♣1♦❞✉❝❡ v✳ w ❛♥❞ v ❤❛✈❡ ❡?✉❛❧ ❧❡♥❣.❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❛❧❧ 6.1❡.❝❤✐♥❣ ✐♥❢♦1♠❛.✐♦♥ ❧✐❡ ✐♥ U ✳ ❚❤❡ 1♦.❛.✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉16 ❢1♦♠ u .♦ w ✐6 ❞✉❡ .♦ ❞❡❢♦1♠❛.✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉6✐♥❣ .❤❡ 1✐❣❤. ♦1 ❧❡❢. 6.1❡.❝❤ .❡♥6♦1 ✐6 ❛ ♠❛..❡1 ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✶ .❤❡
❛❝.✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦6✐.✐♦♥ ✉6✐♥❣ ❜♦.❤ U ❛♥❞ V ✳ ❍❡1❡ .❤❡ .1❛♥6❢♦1♠❛.✐♦♥ ✐6 ♣❡1❢♦1♠❡❞ ♦♥ .❤❡
♣1✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐1❡❝.✐♦♥ ♦❢ U ✱ ✇❤✐❝❤ ❛1❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐.6 ❡✐❣❡♥✈❡❝.♦16✱ ξi✳ ■. ✐6 1♦.❛.❡❞ .♦ .❤❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧
❞✐1❡❝.✐♦♥ ♦❢ V ✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐.6 ❡✐❣❡♥✈❡❝.♦16✱ ζi✳ ❙✐♥❝❡ U ❛♥❞ V ♣1♦❞✉❝❡ .❤❡ 6.1❡.❝❤ ♦❢ ❛♥ ❛1❜✐.1❛1②
✈❡❝.♦1 .❤❡② ❤❛✈❡ .❤❡ 6❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✱ λ✳ ■❢ U ✐6 ❝❤♦6❡♥ ✐. ❝♦11❡6♣♦♥❞6 .♦ ❢♦❧❧♦✇ .❤❡ 6♦❧✐❞ ♣❛.❤ ♦♥
❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✶✱ ✇❤❡1❡ ✜16. .❤❡ 6.1❡.❝❤ ✐6 ♣1♦❞✉❝❡❞ ❜② U ❛♥❞ .❤❡♥ .❤❡ 1♦.❛.✐♦♥ ✐6 ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② R✳
❯6✐♥❣ V ✐6 .❤❡ 6❛♠❡ ❛6 .♦ ❢♦❧❧♦✇ .❤❡ ❞❛6❤❡❞ ❧✐♥❡ ♦♥ ❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✶ ❜② ✜16. ❛♣♣❧②✐♥❣ .❤❡ 1♦.❛.✐♦♥ ❜②
R ❛♥❞ .❤❡♥ 6.1❡.❝❤✐♥❣ ✐. ❜② .❤❡ ✉6❡ ♦❢ V ✳ ❈♦♥6✐❞❡1 ❛ ❜♦❞② ❞❡❢♦1♠✐♥❣ ♦✈❡1 .✐♠❡ 6❤♦✇♥ ♦♥
❋✐❣✉1❡ ✷✳✶✷✳ ❚❤❡ 1❡❧❛.✐✈❡ ❞✐6.❛♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .✇♦ ❛1❜✐.1❛1② ♣♦✐♥.6 ❛1❡ ❝♦♥6✐❞❡1❡❞ ❛. .✇♦ ✐♥6.❛♥❝❡6











✐/ ❝❛❧❧❡❞ ,❤❡ ❞❡❢♦$♠❛'✐♦♥✲❣$❛❞✐❡♥' '❡♥,♦$ ✿

















❚❤❡ ❞❡❢♦(♠❛+✐♦♥* ❛(❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ (✐❣✐❞ ❜♦❞② ❧✐♥❡❛( ❞✐*♣❧❛❝❡♠❡♥+✱ ❜✉+ ♥♦+ +❤❡ (✐❣✐❞ ❜♦❞②
(♦+❛+✐♦♥✱ *♦ ♣♦❧❛( ❞❡❝♦♠♣♦*✐+✐♦♥ ✐* ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ✉*✐♥❣ ❞❡✜♥✐+✐♦♥* ✐♥ ✭✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✸✮✿
C = F · F T ✭✷✳✷✾✮
C−1 = (F−1)T · F−1, ✭✷✳✸✵✮
✇❤❡(❡ C ✐* ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ❈❛✉❝❤② %+$❛✐♥ +❡♥%♦$ ❛♥❞ C−1 ✐* ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ❋✐♥❣❡$ %+$❛✐♥ +❡♥%♦$✳ ❙✐♥❝❡ +❤❡
✐♥✜♥✐+❡*✐♠❛❧ *+(❛✐♥ +❡♥*♦( ✉*❡❞ ✐♥ +❤❡ ✐♥+❡❣(❛❧ *+(❛✐♥ ✈❡(*✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❧✐♥❡❛( ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ✭✷✳✷✵✮
❞❡*❝(✐❜❡* +❤❡ *+(❛✐♥ ♦✈❡( ❛❧❧ ♣❛*+ +✐♠❡* ✉♥+✐❧ +❤❡ ❝✉((❡♥+ +✐♠❡ t✱ +❤❡ ✐♥✜♥✐+❡*✐♠❛❧ *+(❛✐♥ +❡♥*♦(✱ γ✱
✐* (❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❋✐♥❣❡( *+(❛✐♥ +❡♥*♦(✱ C−1✿










C−1(t, t′) dt′, ✭✷✳✸✶✮
❚❤✐* ✐* ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ▲♦❞❣❡ ❡4✉❛+✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉*✐♥❣ +❤✐*✱ +❤❡ ❡❧❛*+✐❝✐+② ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ✐* ❞❡*❝(✐❜❡❞ ❝♦((❡❝+❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦❢ +❤❡ ❢(❛♠❡✳ ❚❤❡ ▲♦❞❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐* ♠♦(❡ ❢❛♠✐❧✐❛( ✐♥ ✐+* ❞✐✛❡(❡♥+✐❛❧ ❢♦(♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐*
❣✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡(❡♥+✐❛+✐♥❣ ✭✷✳✸✶✮ ✇✐+❤ (❡*♣❡❝+ +♦ +✐♠❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥+❡❣(❛+✐♦♥ ❜② ♣❛(+*✱ ✉*✐♥❣ +❤❡













✇❤❡(❡ u ✐* +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✈❡❝+♦( ❛♥❞ I ✐* +❤❡ ✐❞❡♥+✐+② +❡♥*♦(✳ ■♥ ❣❡♥❡(❛❧ ✐+ ✐* ♥♦+ ♣♦**✐❜❧❡ +♦
*❡♣❛(❛+❡ ♥♦(♠❛❧ ✈✐*❝♦✉* *+(❡**❡* ❢(♦♠ +❤❡ ♣(❡**✉(❡ ✭❢♦( ◆❡✇+♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞* ✐+* ♥♦ ♣(♦❜❧❡♠ ❛* +❤❡
♥♦(♠❛❧ ✈✐*❝♦✉* *+(❡** ❛(❡ ③❡(♦ ✐♥ *❤❡❛( ✢♦✇*✮✳ τ ✐* +❤❡(❡❢♦(❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ✇✐+❤✐♥ ❛♥ ✐*♦+(♦♣✐❝
❝♦♥*+❛♥+✱ *♦ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ *+(❡** +❡♥*♦( +♦ ❜❡✿


































❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✲ ❇♦❞② ❞❡❢♦&♠✐♥❣ ♦✈❡& ,✐♠❡✳





− (∇u)T · τ − τ · ∇u
]
= τ + λ
∇
τ= −η0γ̇. ✭✷✳✸✹✮
❍❡;❡ )❤❡ ❡①♣;❡11✐♦♥ ✐♥ )❤❡ ❜;❛❝❦❡)1 ✐1 ❝❛❧❧❡❞ )❤❡ ✉♣♣❡; ❝♦♥✈❡❝)❡❞ ❞❡;✐✈❛)✐✈❡ ♦❢ )❤❡ 1);❡11 )❡♥1♦; ♦;
)❤❡ ✉♣♣❡; ❝♦♥✈❡❝)❡❞ 1);❡11 )❡♥1♦;✱ ❛♥❞ ✐) ✐1 ❞❡♥♦)❡❞ ❜②
∇
τ
✳ ❊.✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ✐1 ❝❛❧❧❡❞ )❤❡ ✉♣♣❡#
❝♦♥✈❡❝(❡❞ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♥✈❡❝)❡❞ ❝♦♦;❞✐♥❛)❡1 ❛♥❞ ❞❡;✐✈❛)✐✈❡1 ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ )♦ ❞❡;✐✈❡
✭✷✳✸✹✮✳ ❆1 )❤❡ ❞❡;✐✈❛)✐♦♥ ✐1 .✉✐)❡ ❧❡♥❣)❤② ♦♥❧② )❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐1 1)❛)❡❞ ❤❡;❡✳ ❖♥ ❋✐❣✉;❡ ✷✳✶✸ ❛
❜♦❞② ✐1 1❤♦✇♥ ❛) ❞✐✛❡;❡♥) ✐♥1)❛♥❝❡1 ✐♥ )✐♠❡✳ ❚❤❡ ❜♦❞② ❤❛1 )❤❡ x̂1x̂2x̂3 ❝♦♦;❞✐♥❛)❡ 1②1)❡♠ ❛))❛❝❤
)♦ ✐)✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❢♦;♠1 ✇✐)❤ )❤❡ ❜♦❞②✳ ❆) )✐♠❡ t′ = t )❤❡ ♠❛)❡;✐❛❧ ❣;✐❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡1 ✇✐)❤ )❤❡ ❣❧♦❜❛❧
1)❛)✐♦♥❛;② xyz ❝♦♦;❞✐♥❛)❡ 1②1)❡♠✳ ❆) ❛❧❧ )✐♠❡1 ♠❛)❡;✐❛❧ ♣♦✐♥)1 ❧✐❦❡✱ P ✱ Q ❛♥❞ S ♠❛✐♥)❛✐♥1 )❤❡✐;
♠❛)❡;✐❛❧ ❝♦♦;❞✐♥❛)❡1✱ ❜✉) )❤❡ ❜❛1✐1 ê1✱ ê2 ❛♥❞ ê3 ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡; )✐♠❡✳ ❆ ✈❡❝)♦; r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣;❡11❡❞
❛1✿
r = x̂1ê1 + x̂2ê2 + x̂3ê3, ✭✷✳✸✺✮
















❯1✐♥❣ )❤❡1❡ ❜❛1✐1 ✈❡❝)♦;1 )♦ ❡①♣;❡11 )❤❡ ✈✐1❝♦✉1 1);❡11 )❡♥1♦; ❛♥❞ ;❡❧❛)✐♥❣ ✐) )♦ )❤❡ ❈❛;)❡1✐❛♥





















Material grid at time t'
Material grid at time t
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸ ✲ ▼❛,❡&✐❛❧ ❣&✐❞ ❞❡1❝&✐❜❡❞ ❛, ❞✐✛❡&❡♥, ✐♥1,❛♥❝❡1 ✐♥ ,✐♠❡✳
✶✵
✷✳✺✳ ▲❛%❣❡ ❞❡❢♦%♠❛,✐♦♥/
❲❤✐❝❤ ✐/ ,❤❡ ✈✐/❝♦✉/ /,%❡// ✐♥ ,❤❡ x̂1x̂2x̂3 ❝♦♦%❞✐♥❛,❡ /②/,❡♠ ❞✐✛❡%❡♥,✐❛,❡❞ ✇✐,❤ %❡/♣❡❝, ,♦ ,✐♠❡✱




✭✷✳✸✽✮ ♦♥❡ ❛%%✐✈❡/ ❛, ✭✷✳✸✹✮✱ ❛♥❞ ✐, ♠❛❦❡/ ✐, ❢%❛♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,✳ ❋♦% ❛ ❢✉❧❧② ❞❡,❛✐❧❡❞ ❞❡%✐✈❛,✐♦♥
%❡❢❡% ,♦ ▼♦%%✐/♦♥ ❬✷✵✵✶❪✳
❚❤❡%❡ ❛%❡ /❡✈❡%❛❧ ♦,❤❡% ♠♦❞❡❧/ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❡①,❡♥/✐♦♥/ ,♦ ,❤❡ ▼❛①✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ /♦♠❡ ♦❢ ,❤❡♠
✇✐❧❧ /❤♦%,❧② ❜❡ ♠❡♥,✐♦♥❡❞✿










❚❤❡ ❏❡✛%❡②/ ♠♦❞❡❧ ,❛❦❡/ ,❤❡ /,%❛✐♥ %❛,❡ ❛, ❡❛%❧✐❡% ,✐♠❡/ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥,✳ ❚❤❡ ❝♦♥/,❛♥, λ2 ✐/







❚❤❡ ❲❤✐,❡✲▼❡,③♥❡% ♠♦❞❡❧ ,❛❦❡/ /❤❡❛% ,❤✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ,❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ❜② %❡♣❧❛❝✐♥❣
,❤❡ ✈✐/❝♦/✐,② ✇✐,❤ ❡✳❣✳ ❛ ♣♦✇❡% ❧❛✇ ♠♦❞❡❧✳ G0 ✐/ ❛ ❝♦♥/,❛♥, ♠♦❞✉❧✉/ ♣❛%❛♠❡,❡%✳























❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛/ ♣%♦♣♦/❡❞ ❜② ❖❧❞%♦②❞ ,♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛%✐,✐❡/✳ ❇② ✈❛%②✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♥/,❛♥,/ λ1✱







τ · τ = −η0γ̇ ✭✷✳✹✷✮
❚❤❡ ●✐❡/❡❦✉/ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝♦%♣♦%❛,❡/ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛% /,%❡// ,❡%♠ ❜❛/❡❞ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛% ❛%❣✉♠❡♥,/✳
✶✶
✸ ❍✐❣❤ ❖&❞❡& ❋✐♥✐+❡ ❊❧❡♠❡♥+ ❚❤❡♦&②
❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✇✐❧❧ ❞❡#❝)✐❜❡ #♦♠❡ ♦❢ '❤❡ ❜❡♥❡✜'# ♦❢ ✉#✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♦)❞❡) ♦) #♣❡❝')❛❧ ❋❊▼ ✭❛❧#♦ ❦♥♦✇♥
❛# ❙♣❡❝')❛❧ ❊❧❡♠❡♥' ▼❡'❤♦❞ ✭❙❊▼✮✮ ❝♦♠♣❛)❡❞ '♦ ❛ ')❛❞✐'✐♦♥❛❧ ❋❊▼✳ ❚❤❡ ❋❊▼ ✇❛# ♠❛✐♥❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ '❤❡ ✶✾✻✵# '♦ ❛❞❞)❡## #')✉❝'✉)❛❧ ♣)♦❜❧❡♠#✳ ❚❤)♦✉❣❤ '❤❡ C)✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱✐)'✉❛❧ ❲♦)❦
✭C❱❲✮ '❤❡ ❣♦✈❡)♥✐♥❣ ❡F✉❛'✐♦♥# ❛)❡ ♣✉' ✐♥'♦ ✈❛)✐❛'✐♦♥❛❧ ❢♦)♠✱ ✇❤❡)❡ ❡①♣❛♥#✐♦♥# ♦❢ '❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥#
✭✉#✉❛❧❧② '❤❡ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥'#✮ ❛❧❧♦✇ '❤❡ #❡'✉♣ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣❡❜)❛✐❝ #②#'❡♠ ♦❢ ❡F✉❛'✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ '❤❡♥ ❝❛♥
❜❡ #♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐# ✐# ❛ ✈❡)② ♣❤②#✐❝❛❧ ❛♣♣)♦❛❝❤✱ ✇❤❡)❡ '❤❡ ❡F✉✐❧✐❜)✐✉♠ ❡F✉❛'✐♦♥# ❛)❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❡❞ ✇✐'❤
❛♥ ❛)❜✐')❛)② ✈✐)'✉❛❧ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥' ❛♥❞ '❤❡ ✇❤♦❧❡ '❡)♠ ✐# ✐♥'❡❣)❛'❡❞ ♦✈❡) '❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥'❡)❡#'
♣)♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✈✐)'✉❛❧ ✇♦)❦✳ ❚❤)♦✉❣❤ '❤❡ ✉#❡ ♦❢ '❤❡ ♣)♦❞✉❝' )✉❧❡ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥'✐❛'✐♦♥ ❛♥❞ ●❛✉##✬
❞✐✈❡)❣❡♥❝❡ '❤❡♦)❡♠ '❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛)✐❛'✐♦♥❛❧ ❡F✉❛'✐♦♥ ✐# ♣)♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥')✐❜✉'✐♦♥# ❢)♦♠ '❤❡
✐♥'❡)♥❛❧ ✇♦)❦✱ ❜♦❞② ❢♦)❝❡# ❛♥❞ ❡①'❡)♥❛❧ ❢♦)❝❡# ❛)❡ ❝❧❡❛)❧② ✐❞❡♥'✐✜❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥'✉✐'✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥
❬❈♦♦❦ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ ✉#❡ ♦❢ ❋❊▼ ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝# ✇❛# ❛❝❝❡❧❡)❛'❡❞ ✐♥ '❤❡ ❧❛'❡ ✶✾✼✵#✳ ■♥#'❡❛❞ ♦❢ ❛ ✈✐)'✉❛❧
❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥'✱ ❛ ✈✐)'✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐'② ✐# ♠✉❧'✐♣❧✐❡❞ ♦♥ '❤❡ ❣♦✈❡)♥✐♥❣ ❡F✉❛'✐♦♥#✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢
'❤❡ ✈✐)'✉❛❧ ♣♦✇❡) ✐# ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ●❡♥❡)❛❧❧② ✐' ❝❛♥ ❜❡ #❛✐❞ '❤❛' ♦♥❡ '❛❦❡# '❤❡ ✐♥♥❡) ♣)♦❞✉❝' ♦❢ '❤❡
❣♦✈❡)♥✐♥❣ ❡F✉❛'✐♦♥# ❛♥❞ #♦♠❡ ❛)❜✐')❛)② '❡#' ♦) ✇❡✐❣❤' ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❚❤✐# ❝♦))❡#♣♦♥❞# '♦ ♣)♦❥❡❝'✐♥❣
②♦✉) ❡F✉❛'✐♦♥ '♦ #♦♠❡ ✈❡❝'♦) #♣❛❝❡✳ ❇❛❜✉➨❦❛ ❬✶✾✼✸❪ ❛♥❞ ❇)❡③③✐ ❬✶✾✼✹❪ ❛❞❞)❡##❡❞ '❤❡ ✐♥#'❛❜✐❧✐'✐❡#
❛)✐#✐♥❣ ✇❤❡♥ ♣)♦❥❡❝'✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐'② ❛♥❞ ♣)❡##✉)❡ '♦ ✐♥❝♦♠♣❛'✐❜❧❡ ✈❡❝'♦) #♣❛❝❡#✱ ❢♦)♠✉❧❛'✐♥❣ '❤❡
✐♥❢✲$✉♣✲❝♦♥❞✐'✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ '❤❡♦)❡'✐❝❛❧ '♦♦❧ ♦❢ ❢♦)♠✉❧❛'✐♥❣ #'❛❜❧❡ ❋❊▼ #❝❤❡♠❡# ❢♦) ♠✐①❡❞
♣)♦❜❧❡♠#✳
●♦''❧✐❡❜ ❛♥❞ ❖)#③❛❣ ❬✶✾✼✼❪ ♣)❡#❡♥'❡❞ '❤❡ '❤❡♦)②✱ ✇❤✐❝❤ ✐# '❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ '❤❡ ♠♦❞❡)♥ #♣❡❝')❛❧
♠❡'❤♦❞#✱ ❛♥❞ '❤❡)❡ ✐# F✉✐'❡ ❛ ❧♦' ♦❢ ❧✐'❡)❛'✉)❡ ♦♥ '❤❡ #✉❜❥❡❝'✱ ❛♥❞ ❡#♣❡❝✐❛❧❧② ❑❛)♥✐❛❞❛❦✐# ❛♥❞
❙❤❡)✇✐♥ ❬✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❘^♥F✉✐#' ❬✶✾✽✽❪ ❛)❡ ❡♠♣❤❛#✐#❡❞✳ ❙♣❡❝')❛❧ ♠❡'❤♦❞# #❤♦✇❡❞ #✉♣❡)✐♦)
❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ )❛'❡# ❢♦) #♠♦♦'❤ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❢✉♥❝'✐♦♥# ❝♦♠♣❛)❡❞ '♦ ')❛❞✐'✐♦♥❛❧ ❋❊▼✳
✸✳✶ ❚❤❡ &❤❡♦(② ♦❢ ❙❊▼
❙❡''✐♥❣ ♦❢ ✐♥ #♦♠❡ ❧✐♥❡❛) C❛)'✐❛❧ ❉✐✛❡)❡♥'✐❛❧ ❊F✉❛'✐♦♥ ✭C❉❊✮✿
L(u(x)) = f(x), ✭✸✳✶✮
✇❤❡)❡ u ✐# '❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ f ✐# ❛ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜♦'❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥ '❤❡ #♣❛'✐❛❧
❝♦♦)❞✐♥❛'❡# #②♠❜♦❧✐#❡❞ ❜② '❤❡ #♣❛'✐❛❧ ✈❡❝'♦) x✳ C✉''✐♥❣ '❤✐# ✐♥ ✈❛)✐❛'✐♦♥❛❧ ❢♦)♠ ❜② ♠✉❧'✐♣❧②✐♥❣






(f(x), v(x)) . ✭✸✳✷✮
✶✷
✸✳✶✳ ❚❤❡ &❤❡♦(② ♦❢ ❙❊▼
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛( ♦♣❡(❛&♦(✱ L✱ &❤❡ ❡7✉❛&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ (❡✇(✐&&❡♥ &♦ ❛ ♠♦(❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦(♠✳











✇❤❡(❡ ai ❛♥❞ bi ❛(❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&=✱ ❛♥❞ φi ❛♥❞ ψi ❛(❡ ❜❛=✐= ❢✉♥❝&✐♦♥=✳ ❚❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛&✐♦♥= ❛(❡
✐♥&(♦❞✉❝❡❞ ❜② &(✉♥❝❛&✐♥❣ &❤❡=❡ &♦ ✜♥✐&❡ =✉♠=✿










❋(♦♠ &❤✐= ✐& ✐= ❡✈✐❞❡♥&✱ &❤❛& &❤❡ ❤✐❣❤❡( &(✉♥❝❛&✐♦♥ ♥✉♠❜❡(✱ &❤❡ ❜❡&&❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛&✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❛❧(❡❛❞② ❤❡(❡ ✐& ✐= (❡✈❡❛❧❡❞ &❤❛& ❧♦✇ ♦(❞❡( ❋❊▼ =❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡(✐♦( &♦ =♣❡❝&(❛❧ ♠❡&❤♦❞=✱ ✇❤❡♥ ✐&
❝♦♠❡= &♦ ❛♣♣(♦①✐♠❛&✐♥❣ &❤❡ ❡①❛❝& ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ■& ✐= ❛❧=♦ =❡❡♥ &❤❛& =✐♥❝❡ &❤❡=❡ =❡(✐❡= ❛(❡ =♠♦♦&❤✱
♥♦♥✲=♠♦♦&❤ ❢❡❛&✉(❡= ❛(❡ ♥♦& ❛♣♣(♦①✐♠❛&❡❞ ✇❡❧❧ ✉=✐♥❣ =♣❡❝&(❛❧ ♠❡&❤♦❞=✳ ❚♦ (❡♠❡❞② &❤✐= &❤❡
♦✈❡(❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ =♣❧✐& ✐♥&♦ ❛ ♥✉♠❜❡( ♦❢ =✉❜❞♦♠❛✐♥= ❝❛♣&✉(✐♥❣ &❤❡ ♥♦♥✲=♠♦♦&❤ ♣♦✐♥&= ❛& &❤❡
✐♥&❡(❢❛❝❡=✱ ❛♥❞ &❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ ❡❛❝❤ =✉❜❞♦♠❛✐♥ ✇✐&❤ ❛ ❤✐❣❤ ♦(❞❡( ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❋(♦♠ ✭✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹❜✮
✐& ✐= ❝❧❡❛( &❤❛& bi ❛(❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝&♦(=✱ ❛♥❞ =✐♥❝❡ &❤❡=❡ ✐♥ ❣❡♥❡(❛❧ ❛(❡ ❞✐✛❡(❡♥& ❢(♦♠ ③❡(♦✱ &❤❡② ✇✐❧❧
❜❡ ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ♦✉&✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥= =♦❧✈❡❞ ❢♦( ✇✐❧❧ ❜❡ &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&=✱ ai✳ ❚❤❡ =❝❤❡♠❡= ❛(❡
✈❛(✐❡❞ ❜② ❝❤♦♦=✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥& ❡①♣❛♥=✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧=✱ ψi(x)✱ ✇❤❡(❡ =♦♠❡ ♦❢ &❤❡♠ ❛(❡ ❧✐=&❡❞ ❜❡❧♦✇✿
❼ ❚❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ✐= ❣✐✈❡♥ ❜② =❡&&✐♥❣ ψi(x) = δ(x− xj)✱ ✇❤❡(❡ δ(x− xj) ✐= &❤❡
❉✐(❛❝ ❞❡❧&❛ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡7✉❛❧= &♦ ♦♥❡ ❛& &❤❡ ♣♦✐♥& xj ✭❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♣♦✐♥&✮ ❛♥❞
③❡(♦ ❡✈❡(②✇❤❡(❡ ❡❧=❡
❼ ❚❤❡ ❧❡❛,' ,-✉❛/❡, ♠❡'❤♦❞ ♠✐♥✐♠✐=❡= &❤❡ (R,R)✱ ✇❤❡(❡ R = f(x)− L(u(x)) ✐= &❤❡
(❡=✐❞✉❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦( ❛♥ ❡①❛❝& =♦❧✉&✐♦♥ =❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡(♦✳ ❚❤✐= ✐= ❞♦♥❡ ❜② =❡&&✐♥❣ ψi(x) =
∂R
∂ai
❼ ❚❤❡ ●❛❧❡/❦✐♥ ♠❡'❤♦❞ =❡&= &❤❡ ❡①♣❛♥=✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦( &❤❡ &❡=& ❢✉♥❝&✐♦♥ &♦ ❜❡ ❡7✉❛❧ &♦
&❤❡ ❡①♣❛♥=✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦( &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ψi(x) = φi(x)
❼ ❚❤❡ 2❡'/♦✈✲●❛❧❡/❦✐♥ ♠❡'❤♦❞ ❝❤♦♦=❡= ❛♥② ♦&❤❡( ❡①♣❛♥=✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ &❤❛♥ &❤❡
❡①♣❛♥=✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦( &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ψi(x) 6= φi(x)
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❡&❤♦❞ ❝♦♠❡= ❞♦✇♥ &♦ ♣(❡❢❡(❡♥❝❡=✱ ❜✉& &❤❡ ♠♦=& ♣♦♣✉❧❛( =❡❡♠= &♦ ❜❡ &❤❡
❝♦❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞ ❛♥❞ &❤❡ ●❛❧❡(❦✐♥ ♠❡&❤♦❞✱ ❞✉❡ &♦ &❤❡✐( =✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦(♠❡(
❤❛= &❤❡ ♥✐❝❡ ❢❡❛&✉(❡✱ &❤❛& &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ai ❡7✉❛❧= &❤❡ ❞✐=❝(❡&❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ uN (x)✱ ❛&
&❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♣♦✐♥&✱ ❜✉& &❤❡ ●❛❧❡(❦✐♥ ♠❡&❤♦❞ ❤❛= ❛ =❧✐❣❤& ❢❛=&❡( ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ❬●♦&&❧✐❡❜ ❛♥❞
❖(=③❛❣✱ ✶✾✼✼❪✳ ❚❤❡ ❧❡❛=& =7✉❛(❡= ♠❡&❤♦❞ ❤❛= &❤❡ ♥✐❝❡ ♣(♦♣❡(&② &❤❛& ✐& ❝✐(❝✉♠✈❡♥&= &❤❡ ✐♥❢✲$✉♣
❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❛& ✐& ❤❛= ❛ =②♠♠❡&(✐❝ ♠❛&(✐① ❢♦( &❤❡ ❝♦♥✈❡❝&✐♦♥✲♦♣❡(❛&♦(✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦&❤❡(
♠❡&❤♦❞= &②♣✐❝❛❧ ✐= ❛♥&✐✲=②♠♠❡&(✐❝✳ ❚❤✐= ❣✐✈❡= ❛ ❣(❡❛& ❛❞✈❛♥&❛❣❡✱ ✇❤❡♥ ✐& ❝♦♠❡= &♦ =♦❧✈✐♥❣ &❤❡
❡7✉❛&✐♦♥ =②=&❡♠✳
❆= =❡❡♥ ✐♥ ✭✸✳✹❛✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹❜✮ &❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛&✐♦♥ ✐♠♣(♦✈❡= ❛= N → ∞✱ ❜✉& ♥♦& ❛❧❧ ❡①♣❛♥=✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧= ❛(❡ ❛♣♣(♦♣(✐❛&❡✳ ❲❤❡♥ ♠✉❧&✐♣❧②✐♥❣ ✇✐&❤ ❛ &❡=& ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ❛= ✐♥ ✭✸✳✹❜✮✱ ❛ ♣(♦❥❡❝&✐♦♥ &♦
❛ ✈❡❝&♦( =♣❛❝❡ ✐= ❛❝&✉❛❧❧② ♣❡(❢♦(♠❡❞✱ ✇❤❡(❡ ❡❛❝❤ &❡(♠ ✐♥ &❤❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ &✇♦
=✉♠♠❛&✐♦♥= (❡♣(❡=❡♥&= ❛ ❞✐♠❡♥=✐♦♥✳ ■❢ &❤❡=❡ ♦(✐❡♥&❛&✐♦♥= ❛(❡ ♥♦♥✲♦(&❤♦❣♦♥❛❧ &❤❡② ✇✐❧❧ ❛♣♣(♦❛❝❤
❧✐♥❡❛( ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② &♦ ❡❛❝❤ ♦&❤❡( ❛= &❤❡ ❞✐♠❡♥=✐♦♥= ✐♥❝(❡❛=❡ ✭✇❤❡♥ &❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ &❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
✐♥❝(❡❛=❡✮✳ ❚❤✐= ✇✐❧❧ ❝❛✉=❡ &❤❡ =②=&❡♠ ♦❢ ❡7✉❛&✐♦♥= &♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐&✐♦♥❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❢❛❧=❡
=♦❧✉&✐♦♥=✱ ♦( ♥♦ =♦❧✉&✐♦♥= ❛& ❛❧❧✳
✶✸
✸✳ ❍✐❣❤ ❖'❞❡' ❋✐♥✐,❡ ❊❧❡♠❡♥, ❚❤❡♦'②




w(x)pm(x)pn(x)dx = δmncn, ✭✸✳✺✮
✇❤❡'❡ w(x) ✐5 ❛ ✇❡✐❣❤,✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥✱ δmn ✐5 ,❤❡ ❑'♦♥❡❝❦❡' ❞❡❧,❛✱ ❛♥❞ cn ✐5 ❛ ❝♦♥5,❛♥,✳ ■❢ ❛♥
♦',❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐5 ✉5❡❞ ❛5 ❛ ❜❛5✐5✱ ,❤❡♥ ♦♥❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ♦❢ ,❤❡ 5❛♠❡ ♦'❞❡' ✇✐❧❧ ♣'♦❞✉❝❡ ❛
♥♦♥✲③❡'♦ ,❡'♠✳ ❚❤❡'❡ ❛'❡ ♥✉♠❡'♦✉5 ❝❧❛55❡5 ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ✇✐,❤ ,❤✐5 ♣'♦♣❡',②✱ ❛♥❞ ,❤❡② ❛'❡
,②♣✐❝❛❧❧② ,❤❡ 5♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ,❤❡ ❙,✉'♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❞✐✛❡'❡♥,✐❛❧ ❡J✉❛,✐♦♥✳ ❚✇♦ ♦❢ ,❤❡ ♠♦5, ❝♦♠♠♦♥❧②
✉5❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ❛'❡ ,❤❡ ❈❤❡❜②%❤❡✈ ✲ ❛♥❞ ,❤❡ ▲❡❣❡♥❞+❡✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5✳ ❇♦,❤ ❛'❡ ✐♥,❡❣'❛,❡❞ ♦✈❡' ,❤❡
✐♥,❡'✈❛❧ [−1, 1]✱ ❜✉, ,❤❡ ❈❤❡❜②5❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ❤❛✈❡ w(x) = 1√






✇❤❡'❡ ,❤❡ ▲❡❣❡♥❞'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ❤❛✈❡ w(x) = 1 ❛♥❞ cn =
2
2n+1 ✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦'✐❣✐♥❛,❡5 ❢'♦♠ ❑❛'♥✐❛❞❛❦✐5 ❛♥❞ ❙❤❡'✇✐♥ ❬✷✵✵✺❪✳ ❆ ●❛❧❡'❦✐♥ ❛♣♣'♦❛❝❤ ✐5
❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ❞✐5❝'❡,✐5❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❛❦ ❢♦'♠✉❧❛,✐♦♥✿
(vN , uN ) = (vN , f), ✭✸✳✻✮
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇'✐,,❡♥ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛' ❡J✉❛,✐♦♥ 5②5,❡♠✿
Ma = b, ✭✸✳✼✮
✇❤❡'❡ ,❤❡ ♠❛55 ♠❛,'✐① ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜②✿ Mpq = (φp, φq)✱ ❛♥❞ ,❤❡ '✐❣❤, ❤❛♥❞ 5✐❞❡ ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜②✿
bp = (φp, f)✳ ❚❤❡ 5♦❧✉,✐♦♥ ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✉❧,✐♣❧②✐♥❣ ✭✸✳✼✮ ✇✐,❤ ,❤❡ ✐♥✈❡'5❡ ♦❢ M ✳ ❚❤'❡❡ ❞✐✛❡'❡♥,
❡①♣❛♥5✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ❛'❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ ♦♥ ,❤❡ ✐♥,❡'✈❛❧ [−1, 1]✳
❼ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥& ❡①♣❛♥*✐♦♥ 5✐♠♣❧② ✐♥❝'❡❛5❡5 ,❤❡ ♦'❞❡' ♦❢ x ✐♥ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❢❛5❤✐♦♥✱ 5✉❝❤ ,❤❛,
,❤❡ 5❡, ♦❢ ♦'❞❡' P ❝♦♥,❛✐♥5 ❛❧❧ 5❡,5 ♦❢ ❧♦✇❡' ♦'❞❡'✱ XP−1 ⊂ XP ❀ 5♦ ✐❢ X2 = {1, x, x
2} ,❤❡♥
X3 = {1, x, x
2, x3} = X2
⋃








p+q+1 ❢♦' ♣✰J ❡✈❡♥
0 ❢♦' ♣✰J ♦❞❞.
✭✸✳✽✮
❼ ❚❤❡ ♥♦❞❛❧ ❡①♣❛♥*✐♦♥ ✐5 ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜② ▲❛❣'❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥5✐5,5 ♦❢ P
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ♦❢ ♦'❞❡' P − 1✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛'❡ ♥♦♥✲❤✐❡'❛'❝❤✐❝❛❧ (XP−1 6⊂ XP )✳ ❚❤❡ ❜❛5✐5
❢✉♥❝,✐♦♥ ✐5 ❣✐✈❡♥ ❜② φp(xq) = δpq✳ ❚❤✐5 '❡5❡♠❜❧❡5 ,❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞✱ ❜✉, ✇✐,❤ ,❤❡
❝❧❡❛' ❞✐5,✐♥❝,✐♦♥ ,❤❛, ✐♥ ,❤❡ ❝♦❧❧♦❝❛,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞✱ ,❤❡ ❡J✉❛,✐♦♥5 ❛'❡ 5♦❧✈❡❞ ❡①❛❝,❧② ✐♥ ,❤❡
❝♦❧❧♦❝❛,✐♦♥ ♣♦✐♥,5✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ,❤❡ ♥♦❞❛❧ ❡①♣❛♥5✐♦♥ ,❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥,5 '❡♣'❡5❡♥, ❛♥ ❛♣♣'♦①✐♠❛,❡
5♦❧✉,✐♦♥✳ ❚❤❡'❡ ✐5 ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐, ❢♦'♠ ♦❢ ,❤❡ ♠❛55 ♠❛,'✐① ❛5 ✐, ✐5 ♦❜,❛✐♥❡❞ ✉5✐♥❣ ♥✉♠❡'✐❝❛❧
✐♥,❡❣'❛,✐♦♥✱ ❜✉, ❢♦' ❡J✉✐5♣❛❝❡❞ ♥♦❞❡5✱ ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❋❊▼✱ ✐, ✐5 ❛ ❢✉❧❧ ♠❛,'✐①✳









✇❤✐❝❤ ❛5 5❡❡♥ ✐5 ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛,'✐①✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐5 ✈❡'② ❡❛5② ,♦ ✐♥✈❡',✳
❆ ♠❡❛5✉'❡ ♦❢ ❤♦✇ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐,✐♦♥❡❞ ❛ ♠❛,'✐① ✐5✱ ✐5 ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♥✉♠❜❡'✱ ✇❤❡'❡ ,❤❡ ❤✐❣❤❡' ,❤❡
♥✉♠❜❡'✱ ,❤❡ ♠♦'❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐,✐♦♥❡❞ ,❤❡ ♠❛,'✐① ✐5✳ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶ 5❤♦✇5 ,❤❡ ✐♠♣❛❝, ♦❢ ,❤❡ ❞✐✛❡'❡♥,
❡①♣❛♥5✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5 ♦♥ ,❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♥✉♠❜❡' ♠❡❛5✉'❡❞ ✐♥ ,❤❡ L2✲♥♦'♠✱ κ2✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥
♥✉♠❜❡' ❢♦' ❛ '❡❛❧ 5②♠♠❡,'✐❝ ♠❛,'✐① ✐♥ ,❤❡ L2✲♥♦'♠ ✐5 ,❤❡ '❛,✐♦ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞





= 2P + 1✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② ✐♥❝'❡❛5❡5 ✇✐,❤ ❛ ❢❛❝,♦' ,✇♦✳ ❆5 ,❤❡ ✐♥✈❡'5❡ ♠❛55 ♠❛,'✐① ✐5
✶✹
✸✳✷✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✲ ❚♦ "❤❡ ❧❡❢" ❢'♦♠ "♦♣ "♦ ❜♦""♦♠ ❛'❡ "❤❡ ❡①♣❛♥.✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛" ❞✐✛❡'❡♥" ♦'❞❡'. ❢♦' ❛
♠♦♠❡♥"✱ ▲❛❣'❛♥❣❡ ❛♥❞ ▲❡❣❡♥❞'❡ ❡①♣❛♥.✐♦♥✱ '❡.♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❖♥ "❤❡ '✐❣❤" "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♥✉♠❜❡' ✐. ❞❡♣✐❝"❡❞
❛. ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦'❞❡'✳ ❚❛❦❡♥ ❢'♦♠ ❑❛'♥✐❛❞❛❦✐. ❛♥❞ ❙❤❡'✇✐♥ ❬✷✵✵✺❪
❢✉❧❧ ❢♦' ❜♦1❤ 1❤❡ ♠♦♠❡♥1 ❛♥❞ ▲❛❣'❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①♣❛♥8✐♦♥8✱ 1❤❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ♥✉♠❜❡' ✇✐❧❧
✐♥❝'❡❛8❡ ❞'❛♠❛1✐❝❛❧❧② ❛8 1❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦'❞❡' ✐8 ✐♥❝'❡❛8❡❞✳ ❚❤✐8 ✐8 ❝♦♥✜'♠❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✶✱
✇❤❡'❡ κ2 ∝ 10
P
✭❤♦✇❡✈❡' 1❤❡ ▲❛❣'❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8 ✜'81 81❛'18 1❤✐8 1'❡♥❞ ❛❢1❡' P ≈ 5✮✳ ❙♦ ❜②
✉8✐♥❣ ♦'1❤♦❣♦♥❛❧ ❡①♣❛♥8✐♦♥8 ✐1 ♣♦88✐❜❧❡ 1♦ ✉8❡ ❤✐❣❤ ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛1✐♦♥8✱ ❜✉1 81✐❧❧ ❦❡❡♣✐♥❣ 1❤❡
8②81❡♠ 8♦❧✈❛❜❧❡✳
❖♥❡ ♠♦'❡ ♥✐❝❡ ❢❡❛1✉'❡ ♦❢ ✉8✐♥❣ ♦'1❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8 ✐8 1❤❛1 1❤❡'❡ ❛'❡ ❝❧❡❛' '❡❧❛1✐♦♥8 ❜❡1✇❡❡♥
1❤❡ ♦'❞❡'8✱ ❛♥❞ 1♦ ✐18 ❞❡'✐✈❛1✐✈❡8 ❛8 ✇❡❧❧✳ ❘❡❝✉''❡♥❝❡ '❡❧❛1✐♦♥8 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡'✐✈❡❞ ❢♦' 1❤❡ ❞✐✛❡'❡♥1
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥1 ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥1❛1✐♦♥✳ ❚❤❡ '❡❝✉''❡♥❝❡ ❢♦' 1❤❡
▲❡❣❡♥❞'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8 ✐8✿
nLn(x) = (2n− 1)xLn−1(x)− (n− 1)Ln−2(x) , L0(x) = 1 , L1(x) = x
(1− x2)L′n(x) = −nxLn(x) + nLn−1(x) = (n+ 1)xLn(x)− (n+ 1)Ln+1(x). ✭✸✳✶✵✮
❚❤❡ '❡❝✉''❡♥❝❡ ❢♦' 1❤❡ ❈❤❡❜②8❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8 ✐8✿
Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x) , T0(x) = 1 , T1(x) = x
(1− x2)T ′n(x) = nxTn(x)− nTn+1(x). ✭✸✳✶✶✮
✸✳✷ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡
❚♦ ❝♦♥✜'♠ 1❤❡ 8✉♣❡'✐♦' ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛1❡ ♦❢ 8♣❡❝1'❛❧ ♠❡1❤♦❞8 ❢♦' ❝♦♥1✐♥✉♦✉8 ❛♥❞ 8♠♦♦1❤


























❋♦' f(x) = sin(x) ✐1 ❤❛8 1❤❡ 8♦❧✉1✐♦♥ ❞❡♣✐❝1❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✳ ❈♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛1❡8 ❛'❡ ❝♦♠♣❛'❡❞ ♦♥
❋✐❣✉'❡ ✸✳✸ ✐♥ 1❤❡ ✐♥✜♥✐1② ♥♦'♠✳ ■1 ✐8 ❝❧❡❛' 1❤❛1 1❤❡ ♣✲'❡✜♥❡♠❡♥1 ✐8 8✉♣❡'✐♦' 1♦ 1❤❡ ❤✲'❡✜♥❡♠❡♥1✳
❆❧8♦ 1❤❡ ❤✲'❡✜♥❡♠❡♥1 ❤❛8 ❛ ❧✐♥❡❛' ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛1❡✱ ✇❤✐❧❡ 1❤❡ ♣✲'❡✜♥❡♠❡♥1 ❤❛8 ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥1✐❛❧
✶✺
✸✳ ❍✐❣❤ ❖'❞❡' ❋✐♥✐,❡ ❊❧❡♠❡♥, ❚❤❡♦'②



































Linear interpolation, Varying elements
Quadratic interpolation, Varying elements
Cubic interpolation, Varying elements
Varing interpolation, One element
Varing interpolation, Two element
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✲  ❧♦# ♦❢ #❡&# ❝❛&❡ ✐♥ ✭✸✳✶✷✮ ✇✐#❤
f(x) = sin(x)
❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✲ ❈♦♠♣❛0✐&♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ 0❛#❡& ❢♦0
❤✲ ❛♥❞ ♣✲0❡✜♥❡♠❡♥# ✇✐#❤ f(x) = sin(x)✳
❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛,❡✳ ❚♦ :❤♦✇ ,❤❛, :♣❡❝,'❛❧ ♠❡,❤♦❞: ❞♦❡: ♥♦, ♣❡'❢♦'♠ ✇❡❧❧ ❢♦' ♥♦♥✲:♠♦♦,❤ ❢✉♥❝,✐♦♥:
f(x) ✐: :❡, ,♦ ,❤❡ ❤❡❛✈✐:✐❞❡ :,❡♣ ❢✉♥❝,✐♦♥✿









❚❤❡ '❡:✉❧, ✐: :❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✹✱ ❛♥❞ ✐, ✐: ✈❡'② :✐♠✐❧❛' ,♦ ,❤❡ :♠♦♦,❤ ❝❛:❡ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✱ ❜✉, ,❤❡
❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ '❛,❡ ❢♦' ,❤❡ ❝❛:❡ ✇✐,❤ ✈❛'②✐♥❣ ✐♥,❡'♣♦❧❛,✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥, ❤❛: '❡❛❧❧② ❞❡,❡'✐♦'❛,❡❞
❛: :❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✺✳ ■, ✐: ❛❧:♦ :❡❡♥ ,❤❛, ❛ ✈❛'②✐♥❣ ✐♥,❡'♣♦❧❛,✐♦♥ ✇✐,❤ ✷ ❡❧❡♠❡♥,: :,✐❧❧ ❤❛✈❡
❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐: ✐: ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ,❤❡ ❞✐:❝♦♥,✐♥✉✐,② ♦❢ ,❤❡ ❢♦'❝✐♥❣ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐:
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ,❤❡ ✐♥,❡'❢❛❝❡ ♦❢ ,❤❡ ✷ ❡❧❡♠❡♥,:✳




































Linear interpolation, Varying elements
Quadratic interpolation, Varying elements
Cubic interpolation, Varying elements
Varing interpolation, One element
Varing interpolation, Two element




❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ❞❡#❝*✐❜❡# &❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠✐♠❡&✐❝ ♦* #&*✉❝&✉*❡ ♣*❡#❡*✈✐♥❣ ♠❡&❤♦❞#✱ &❤❡ ❣❡♥❡*❛❧ &❤❡♦*②
❛♥❞ ❡♥❞# ✇✐&❤ ❛ ❞*❛❢& ♣❛♣❡*✱ ✇❤❡*❡ &❤❡ ❝✉**❡♥& #✉❣❣❡#&✐♦♥ &♦ ❛ #&*✉❝&✉*❡ ♣*❡#❡*✈✐♥❣ ❢♦*♠✉❧❛&✐♦♥
✐# ♣*❡#❡♥&❡❞✳
❊9✉✐❧✐❜*✐✉♠ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡9✉❛&✐♦♥# ❛*❡ &②♣✐❝❛❧❧② ❞❡*✐✈❡❞ ❜② ♦❜#❡*✈✐♥❣ ❛♥ ❛*❜✐&*❛*② ✜♥✐&❡ ❞♦♠❛✐♥✱
❛♥❞ &❤❡♥ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜♦&❤ ❡①&❡*♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥&❡*♥❛❧ ❝♦♥&*✐❜✉&✐♦♥# ♦❢ #♦♠❡ ♣❤②#✐❝❛❧ 9✉❛♥&✐&② ✭❡✳❣✳
❢♦*❝❡#✱ ❡♥❡*❣②✱ ♠❛## ❡&❝✳✮✳ ❉✐✛❡*❡♥&✐❛❧ ❡9✉❛&✐♦♥# ❛*❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ &❤❡♦*❡♠# ❧✐❦❡ &❤❡
❞✐✈❡*❣❡♥❝❡ &❤❡♦*❡♠ &♦ *❡❧❛&❡ &❤❡ ❡①&❡*♥❛❧ ❝♦♥&*✐❜✉&✐♦♥# ♦♥ #✉*❢❛❝❡# &♦ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ &❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱
❛♥❞ &❤❡♥ ❧❡&&✐♥❣ &❤❡ #✐③❡ ♦❢ &❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣*♦❛❝❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐&❡#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ *❡#✉❧& ✐# &❤❛& ❛❧❧
❣❡♦♠❡&*✐❝❛❧ ❛##♦❝✐❛&✐♦♥# ❛*❡ ❧♦#&✱ ❜✉& ❡9✉✐❧✐❜*✐✉♠ ♦* ❜❛❧❛♥❝❡ ❡9✉❛&✐♦♥# #❤♦✉❧❞ #&✐❧❧ ❜❡ #❛&✐#✜❡❞ ♦♥
❛♥② #✉❜ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ♦❢ ✐&# #❤❛♣❡✳
❇② #&*✉❝&✉*❡ ♣*❡#❡*✈✐♥❣ ✐& ✐# ♠❡❛♥& &❤❛& &❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✐# ❞✐#❝*❡&✐#❡❞ #✉❝❤ &❤❛& &❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❡9✉❛&✐♦♥# ❛*❡ #❛&✐#✜❡❞ ✉♣ &♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣*❡❝✐#✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ♦❢ &❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❞✐#❝*❡&❡ ✈❛❧✉❡#✳
❆❧❧ ✐♥&❡*♣♦❧❛&✐♦♥# ❛*❡ ❧♦❝❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥#&✐&✉&✐✈❡ ❡9✉❛&✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❡♠♣✐*✐❝❛❧ *❡❧❛&✐♦♥# ❞❡*✐✈❡❞
❜❛#❡❞ ♦♥ ♦❜#❡*✈❛&✐♦♥#✳ ■♥ E❛❧❤❛ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❑*❡❡❢& ❬✷✵✶✸❪ ♠✐♠❡&✐❝ ♠❡&❤♦❞# ❛*❡ ❡①&❡♥#✐✈❡❧②
❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ &❤❡ ❧❛&&❡* *❡❢❡*❡♥❝❡ &❤❡ ❙&♦❦❡# ♣*♦❜❧❡♠ ❢♦* ❛ ◆❡✇&♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞ ✐# ❞✐#❝*❡&✐#❡❞
&❤*♦✉❣❤ ❛ ❱❱E ❢♦*♠✉❧❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❱❱E ❢♦*♠✉❧❛&✐♦♥ #❡&# ♦❢ ✐♥ &❤❡ ❙&♦❦❡# ❡9✉❛&✐♦♥✿
− ❣*❛❞(p) + µ ∆u = f , ✭✹✳✶✮
❛♥❞ &❤❡♥ &❤❡ ✈♦*&✐❝✐&②✱ ω = ❝✉*❧(u)✱ ✐# ✐♥#❡*&❡❞ ❣✐✈✐♥❣✿
❣*❛❞(p) + µ ❝✉*❧(ω) = f , ✭✹✳✷✮
❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐# &♦ ❛##♦❝✐❛&❡ ❡❛❝❤ ♣❤②#✐❝❛❧ 9✉❛♥&✐&② &♦ ❛ ❣❡♦♠❡&*✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝&✱ ❛♥❞ &❤❡♥ ✉&✐❧✐#❡ &❤❡ ❡①❛❝&
*❡❧❛&✐♦♥# ✇❤✐❝❤ ❡①✐#&# ❜❡&✇❡❡♥ ❛*❜✐&*❛*② ❣❡♦♠❡&*✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝&# &❤❡✐* ❜♦✉♥❞❛*✐❡#✱ ♥❛♠❡❧② &❤❡












❛♥❞ &❤❡ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡ &❤❡♦*❡♠✿
˚
Ω
❞✐✈(F ) dΩ =
‹
∂Ω
F · n dS. ✭✹✳✺✮
❍❡*❡ f ✐# ❛ #❝❛❧❛*✱ F ✐# ❛ ✈❡❝&♦*✱ s ✐# ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ #♣❛❝❡✱ S ✐# ❛ #✉*❢❛❝❡ ✐♥ #♣❛❝❡ ✇✐&❤ &❤❡ ✉♥✐& ♥♦*♠❛❧
✈❡❝&♦* n ❛♥❞ Ω ✐# ❛ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ #♣❛❝❡✳ ❚❤✐# ❝❛♥ ❜❡ #✉♠♠❛*✐#❡❞ ✐♥ &❤❡ #♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐#❝*❡&❡ ❉❡ ❘❤❛♠
❝♦♠♣❧❡① #❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✹✳✶✳
❚❤❡ ♦*✐❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤②#✐❝❛❧ 9✉❛♥&✐&② ♠✉#& ❜❡ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&✳ ❖*✐❡♥&❛&✐♦♥ ❞❡#❝*✐❜❡# ❤♦✇ ❛






topological - intrinsically discrete





❋✐❣✉$❡ ✹✳✶ ✲ ❉✐"❝$❡&❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❋✐❣✉$❡ ✹✳✷ ✲ ●❡♦♠❡&$✐❝❛❧ ❛""♦❝✐❛&✐♦♥" ♦❢ &❤❡
✈❡❧♦❝✐&② ❛♥❞ ✈♦$&✐❝✐&②✳
+✉-❢❛❝❡ ❢♦- ✐♥+&❛♥❝❡ ❝❛♥ ❝-♦++ &❤❡ +✉-❢❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ❛ ♠♦♠❡♥&✉♠ ✢✉① ♦- ❛ ❢♦-❝❡✮✱ ❤❡♥❝❡ &❤❡ ♥❛♠❡
♦✉&❡- ♦-✐❡♥&❡❞✱ ♦- ✐& ❝❛♥ -♦&❛&❡ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ +✉-❢❛❝❡ ✭❡✳❣✳ ❛ ♠❛❣♥❡&✐❝ ✢✉①✮✱ ❤❡♥❝❡ &❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥♥❡-
♦-✐❡♥&❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡-❡♥& ♦-✐❡♥&❛&✐♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✶✱ ✇❤❡-❡ ✐& ✐+ ❛❧+♦ ♦❜+❡-✈❡❞ &❤❛& &❤❡
❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ❡?✉❛&✐♦♥+ ❛-❡ &❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ♦-✐❡♥&❛&✐♦♥+✳ ❚❤❡ ❱❱B ❢♦-♠✉❧❛&✐♦♥ ❝♦♥+✐+&+ ♦❢
&❤-❡❡ ❡?✉❛&✐♦♥+✱ ♥❛♠❡❧② ω = ❝✉-❧(u)✱ ❡?✉❛&✐♦♥ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥❝♦♠♣-❡++✐❜❧❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&② ❡?✉❛&✐♦♥✿
❞✐✈(u) = 0. ✭✹✳✻✮
❚❤❡ ♣-♦❝❡❞✉-❡ ♥♦✇ ✐+ &♦ ❛++♦❝✐❛&❡ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥+ &♦ ❣❡♦♠❡&-✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝&+✱ +✉❝❤ &❤❛& ❡①❛❝& ❞✐+❝-❡&❡
-❡❧❛&✐♦♥+ ❝❛♥ ❜❡ ❡+&❛❜❧✐+❤❡❞✳ ❙&❛-&✐♥❣ ✇✐&❤ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&② ❡?✉❛&✐♦♥ &❤❡♥ &❤✐+ ❞❡+❝-✐❜❡+ &❤❡ ♠❛++
✢✉① ♦✈❡- &❤❡ +✉-❢❛❝❡+ ♦❢ ❛ ✈♦❧✉♠❡✱ ❜✉& +✐♥❝❡ &❤❡ ✢✉✐❞ ✐+ ✐♥❝♦♠♣-❡++✐❜❧❡ ✐& ❜❡❝♦♠❡+ ❛ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉①
♦✈❡- ❛ +✉-❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ū =
˜
∂Ω
u · n dS✳ ❙♦ ❛❝❝♦-❞✐♥❣❧② &♦ ✭✹✳✺✮ &❤❡♥ ❜② ❝♦♥+✐❞❡-✐♥❣ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&②
✢✉① ❛++♦❝✐❛&❡❞ &♦ +✉-❢❛❝❡+ ❛+ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&② ❡?✉❛&✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡








✇❤❡-❡ ūi ✐+ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉① ♦✈❡- ❛ +✉-❢❛❝❡ ♦❢ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ NS ✐+ &❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ +✉-❢❛❝❡+
❜♦✉♥❞✐♥❣ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ■❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐+ ❞❡❝♦♠♣♦+❡❞ ✐♥&♦ +✉❜ ❞♦♠❛✐♥+✱ &❤❡♥ &❤❡ ❝♦♥&✐♥✉✐&② ❡?✉❛&✐♦♥
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②+ ❜❡ +❛&✐+✜❡❞ ✐♥ &❤❡+❡ +✉❜ ❞♦♠❛✐♥+ ❜② +❡❧❡❝&✐♥❣ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉① ❛++♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡
❜♦✉♥❞❛-✐❡+ ♦❢ &❤❡ +✉❜ ❞♦♠❛✐♥+ ❛+ ✉♥❦♥♦✇♥+✳ ❚❤❡ ❡?✉❛&✐♦♥ ω = ❝✉-❧(u) ❝❛♥ ❛❧+♦ ❜❡ +❛&✐+✜❡❞
❡①❛❝& ❞✐+❝-❡&❡❧②✳ ❋✐❣✉-❡ ✹✳✷ +❤♦✇+ ❛ ❝✉& ♦✉& ♦❢ ❛ +✉❜ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡-❡ &✇♦ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉① ❝♦♠♣♦♥❡♥&+✱
ū ❛♥❞ v̄ ❛-❡ +❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✈♦-&✐❝✐&② ✐+ &❤❡ -♦&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ +✐♥❝❡ &❤❡ &✇♦ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉①❡+ ❛-❡
♥♦-♠❛❧ &♦ &❤❡✐- ❛++♦❝✐❛&❡❞ +✉-❢❛❝❡+✱ &❤❡ -♦&❛&✐♦♥ ❞❡+❝-✐❜✐♥❣ &❤✐+ ♠✉+& ❜❡ ❛++♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡
❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ ♦❢ &❤❡ &✇♦ +✉-❢❛❝❡+✳ ❙♦ ❝♦♥+✐❞❡-✐♥❣ &❤❡ ✈♦-&✐❝✐&② ✐♥&❡❣-❛&❡❞ ♦✈❡- &❤❡ ❡❞❣❡+ ♦❢ &❤❡
+✉❜ ❞♦♠❛✐♥+ ❛+ ✉♥❦♥♦✇♥+✱ ω̄ =
´
∂S
ω ds✱ &❤❡♥ &❤-♦✉❣❤ &❤❡ ❙&♦❦❡+ &❤❡♦-❡♠✱ ✭✹✳✹✮✱ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✢✉①




u · n dS =
¨
S





✇❤❡-❡ ω̄i ✐+ &❤❡ ✈♦-&✐❝✐&② ✐♥&❡❣-❛❧+ ❛-♦✉♥❞ ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ &❤❡ +✉-❢❛❝❡✱ ❛♥❞ Ns ✐+ &❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❡❞❣❡+
❜♦✉♥❞✐♥❣ &❤❡ +✉-❢❛❝❡✳ ■& ✐+ ♥♦& ♣♦++✐❜❧❡ &♦ ❛♣♣❧② ❛♥② ♦❢ &❤❡ &❤❡♦-❡♠+ &♦ ✭✹✳✷✮ ✐♥ +✉❝❤ ❛ ✇❛② &❤❛&
❛♥ ❡①❛❝& ❞✐+❝-❡&❡ ❢♦-♠✉❧❛&✐♦♥ ✐+ ♦❜&❛✐♥❡❞✱ +♦ &❤✐+ ❡?✉❛&✐♦♥ ✐+ ♥♦& ❣✉❛-❛♥&❡❡❞ &♦ ❜❡ +❛&✐+✜❡❞ ✐♥ &❤❡
❞✐+❝-❡&❡ +❡♥+❡✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥+❡-&✐♥❣ &❤❡ ❛♣♣-♦①✐♠❛&✐♦♥+ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ✐+ ✉♥❢♦-&✉♥❛&❡ ❜❡❝❛✉+❡ &❤❡ ♠♦♠❡♥&✉♠
❡?✉❛&✐♦♥+ ♦✉❣❤& &♦ ❜❡ +❛&✐+✜❡❞ ♥♦ ♠❛&&❡- +✐③❡ ❛♥❞ +❤❛♣❡ ♦❢ &❤❡ +✉❜ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ &❤✐+ ♣-♦❥❡❝& &❤❡
✶✽
✢♦✇ ✐$ ❞❡$❝(✐❜❡❞ ❜② +❤❡ ❙+♦❦❡$ ❡/✉❛+✐♦♥ ✇✐+❤ ♥♦ ❢♦(❝✐♥❣ +❡(♠✿
− ❣(❛❞(p) + ❞✐✈(τ ) = 0, ✭✹✳✾✮
❛♥❞ +❤❡ ✐♥❝♦♠♣(❡$$✐❜❧❡ ❝♦♥+✐♥✉✐+② ❡/✉❛+✐♦♥✱ ✭✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ❙+♦❦❡$ ✢♦✇ ✐$ ❛ $✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡
❣❡♥❡(❛❧ ♠♦♠❡♥+✉♠ ❡/✉❛+✐♦♥$✱ ✭✷✳✶✮✱ ✇❤❡(❡ +❤❡ ❝♦♥✈❡❝+✐✈❡ +❡(♠ ❤❛$ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝+❡❞✳ ❚❤✐$ ✐$ ❛
❣♦♦❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛+✐♦♥ ❢♦( $❧♦✇ ✢♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤ ✈✐$❝♦✉$ ✢✉✐❞$✳ ❉✐$❝(❡+✐$✐♥❣ ✭✹✳✾✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ❛
❝♦♥$+✐+✉+✐✈❡ ❡/✉❛+✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡(❡ ✐$ ❝❤♦$❡♥ +♦ ❜❡ ◆❡✇+♦♥$ ❧❛✇ ♦❢ ✈✐$❝♦$✐+②✱ ✭✷✳✻✮✱ +❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡
❡/✉❛+✐♦♥$ ❛(❡ $❡♣❛(❛+❡❞ ❢(♦♠ ❝♦♥$+✐+✉+✐✈❡ ❡/✉❛+✐♦♥$✳ ❚❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✐$ +❤❛+ τ ✐$ ❛ $❡❝♦♥❞ ♦(❞❡(
+❡♥$♦(✱ ❛♥❞ +❤❡ (❡❧❛+✐♦♥$ $+❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ♦❢ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✶ ♦♥❧② ❞❡$❝(✐❜❡$ +❤❡ (❡❧❛+✐♦♥
❜❡+✇❡❡♥ $❝❛❧❛( ✈❛❧✉❡$ ❛♥❞ ✈❡❝+♦( ✈❛❧✉❡$✳ ❇② ❛♥❛❧②$✐♥❣ +❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ /✉❛♥+✐+✐❡$✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ ❛ ❞✐$❝(❡+❡
❡①❛❝+ ❢♦(♠✉❧❛+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡(✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥+✉♠ ❡/✉❛+✐♦♥$ ❛(❡ ❞❡(✐✈❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+ +❤❡ ❢♦(❝❡
❜❛❧❛♥❝❡ ♦♥ ❛♥ ❛(❜✐+(❛(② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦( +❤❡ ❙+♦❦❡$ ❡/✉❛+✐♦♥ +❤❡ ✐♥❡(+✐❛❧ +❡(♠ ✐$ ♥❡❣❧❡❝+❡❞✱ +❤❡ ❢♦(❝❡$
❢(♦♠ τ ❛♥❞ p ❛(❡ ❡①+❡(♥❛❧ ❝♦♥+(✐❜✉+✐♦♥$ ❛❝+✐♥❣ ♦♥ ❛ $✉(❢❛❝❡✱ ❛♥❞ +❤❡ ❢♦(❝❡ +❡(♠ f ✐♥ ✭✹✳✷✮ ✐$ +❤❡
❜♦❞② ❢♦(❝❡ ✐♥ +❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭+❤✐$ ✐$ $❡+ +♦ ③❡(♦ ✐♥ +❤✐$ ♣(♦❥❡❝+✮✳ ❚❤❡ ✈✐$❝♦✉$ +❡(♠ $❤♦✉❧❞ ❤❡♥❝❡ ❜❡
❞❡$❝(✐❜❡❞ ❛$ +❤❡ ✈✐$❝♦✉$ $+(❡$$ ✐♥+❡❣(❛+❡❞ ♦✈❡( +❤❡ ❛$$♦❝✐❛+❡❞ $✉(❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡$ ❛ ❢♦(❝❡✳ ❚❤✐$
❢♦(❝❡ ❝❛♥ ❜❡ (❡❣❛(❞❡❞ ❛$ ❛ ♠♦♠❡♥+✉♠ ✢✉① ♦❢ +❤❡ $✉(❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣(❡$$✉(❡ ❛❧$♦ ♣(♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦(❝❡
♥♦(♠❛❧ +♦ +❤❡ $✉(❢❛❝❡✱ ❜✉+ $✐♥❝❡ ✐+ ✐$ ✐$♦+(♦♣✐❝ +❤❡ $✐③❡ ♦❢ +❤❡ ❢♦(❝❡ ✇✐❧❧ ♣✉(❡❧② ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦♥
+❤❡ ❛(❡❛ ♦❢ +❤❡ $✉(❢❛❝❡✱ ❛♥❞ +❤✐$ ✐$ ✉♥✇❛♥+❡❞ ❜❡❝❛✉$❡ ✐+ ✇✐❧❧ +❤❡♥ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♦♥ +❤❡ $✐③❡ ❛♥❞
$❤❛♣❡ ♦❢ +❤❡ $✉❜ ❞♦♠❛✐♥✳ ■❢ ✐♥$+❡❛❞ +❤❡ ♣(❡$$✉(❡ ✐$ (❡❣❛(❞❡❞ ❛ ♣♦+❡♥+✐❛❧ ❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ ♣♦✐♥+ +❤✐$
♠❡+(✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐$ (❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐$ ❛❧$♦ ❝♦((❡$♣♦♥❞$ ✇✐+❤ +❤❡ ✉$❡ ♦❢ +❤❡ ❣(❛❞ ♦♣❡(❛+♦(✱ ✇❤✐❝❤
❛❝+$ ♦♥ $❝❛❧❛($✳
❚❤❡ ❝♦♥$❡(✈❛+✐♦♥ ♦❢ ♠❛$$ ✐$ ❞❡(✐✈❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛+ +❤❡ ♠❛$$ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛(❜✐+(❛(② ✜♥✐+❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❇② ❛$$✉♠✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣(❡$$✐❜✐❧✐+② +❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥+(✐❜✉+✐♦♥ ✐$ +❤❡ ♠❛$$ ✢✉① ♦✈❡( ✐+$ ❜♦✉♥❞❛(✐❡$✱ ✇❤✐❝❤
❛❧$♦ ✇❛$ +❤❡ ❣❡♦♠❡+(✐❝❛❧ ✐♥+❡(♣(❡+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✐♥ ❑(❡❡❢+ ❬✷✵✶✸❪✱ ❜✉+ +❤✐$ ❞♦❡$ ♥♦+ ❝♦♠♣❧②
✇❡❧❧ ✇✐+❤ +❤❡ $+(❛✐♥ (❛+❡ ✉$❡❞ ✐♥ ❝♦♥$+✐+✉+✐✈❡ ♠♦❞❡❧$✳ ❚❤❡ $+(❛✐♥ (❛+❡ ✐$ +❤❡ (❛+❡ ♦❢ ❞✐$♣❧❛❝❡♠❡♥+
❜❡+✇❡❡♥ +✇♦ ❛(❜✐+(❛(② ♣♦✐♥+$ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦(♠✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✱ $♦ $+(❛✐♥ (❛+❡ ✐$ ❣❡♦♠❡+(✐❝❛❧❧② ❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦
$♦♠❡+❤✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❝+$ ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✐$ +❤❡(❡❢♦(❡ ♥❛+✉(❛❧❧② ❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♣♦✐♥+$✱
✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ +❤❡ $+(❛✐♥ (❛+❡ ❧✐♥❡✳ ❙♦ ❛ ♠♦(❡ ❛♣♣(♦♣(✐❛+❡ ❣❡♦♠❡+(✐❝❛❧ ✐♥+❡(♣(❡+❛+✐♦♥ ❢♦( +❤❡
✈❡❧♦❝✐+② ✐$ ❛ ✈❡❝+♦( ❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ ♣♦✐♥+✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧$♦ ❝♦♠♣❧✐❡$ ✇✐+❤ +❤❡ ❞✐✈❡(❣❡♥❝❡ ♦♣❡(❛+♦( ♦❢ +❤❡
❝♦♥+✐♥✉✐+② ❡/✉❛+✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛+✉(❛❧❧② ❛❝+$ ♦♥ ✈❡❝+♦($✳
❋✐❣✉(❡ ✹✳✸ $❤♦✇$ +❤❡ ❧♦❝❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐$❝(❡+❡ ✉♥❦♥♦✇♥$ ❢♦( ✷①✷ ❣(✐❞ ✐♥ ✷❉ ❢♦( ✐❧❧✉$+(❛+✐✈❡
♣✉(♣♦$❡$✳ ◆♦+✐❝❡ +❤❛+ +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ❝♦♠♣♦♥❡♥+$ ❛(❡ ❣❡♦♠❡+(✐❝❛❧❧② $❡♣❛(❛+❡❞✱ ❛♥❞ +❤❛+ +❤❡② ❜♦✉♥❞
❛ $✉❜ ❡❧❡♠❡♥+✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✢✉①❡$ ♦✈❡( +❤❡ $✉(❢❛❝❡$ ♦❢ +❤❡ $✉❜ ❡❧❡♠❡♥+ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♣❡(❢❡❝+
❡/✉✐❧✐❜(✐✉♠✳
❚❤❡ ♣(❡$$✉(❡ ❛♥❞ ✈✐$❝♦✉$ ❢♦(❝❡$ ❜♦✉♥❞ $✉❜ ❝❡❧❧$ ✇❤✐❝❤ $❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣❡(❢❡❝+ ❢♦(❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ +❤❡
①✲❞✐(❡❝+✐♦♥ ✭♠❛(❦❡❞ ✇✐+❤ ❜❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✸✮ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ ②✲❞✐(❡❝+✐♦♥ ✭♠❛(❦❡❞ ✇✐+❤ ❣(❡❡♥✮✳ ❚❤❡
❧♦❝❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐$❝(❡+❡ ✈❛❧✉❡$ ❛(❡ ❞❡$❝(✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✉❛❧ ❣(✐❞ ❛♣♣(♦❛❝❤✳ ❆ ♣(✐♠❛❧ ❣(✐❞ ✐$ ❜✉✐❧+ ✉$✐♥❣
●❛✉$$ ▲♦❜❛++♦ ▲❡❣❡♥❞(❡ ✭●▲▲✮ ♣♦✐♥+$ ✭♠❛(❦❡❞ ✇✐+❤ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡$ ✐♥ +❤❡ ✉♣♣❡( ❧❡❢+ ✐❧❧✉$+(❛+✐♦♥ ♦❢
❋✐❣✉(❡ ✹✳✸✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞✉❛❧ ❣(✐❞ ✐$ ❝♦♥$+(✉❝+❡❞ ✉$✐♥❣ ●❛✉$$ ▲❡❣❡♥❞(❡ ✭●▲✮ ♣♦✐♥+$ ✭♠❛(❦❡❞ ✇✐+❤ (❡❞
❧✐♥❡$ ✐♥ +❤❡ ✉♣♣❡( ❧❡❢+ ✐❧❧✉$+(❛+✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉(❡ ✹✳✸✮✳ ❚❤✐$ ✐$ ❛ ♥♦(♠❛❧ ❛♣♣(♦❛❝❤ ✐♥ W❛❧❤❛ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞
❑(❡❡❢+ ❬✷✵✶✸❪✱ ✇❤❡(❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡/✉❛+✐♦♥$ ❛(❡ ❞❡$❝(✐❜❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣(✐❞$✱ ❛♥❞ +❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞
+♦❣❡+❤❡( +❤(♦✉❣❤ ❝♦♥$+✐+✉+✐✈❡ (❡❧❛+✐♦♥$✳ ❍❡(❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❜❛$✐$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡(❢♦(♠❡❞ $✉❝❤ +❤❛+
+❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ /✉❛♥+✐+✐❡$ ❛(❡ ❧♦❝❛+❡❞ ♦♥ ❜♦+❤ +❤❡ ♣(✐♠❛❧ ❛♥❞ +❤❡ ❞✉❛❧ ❣(✐❞✳ ◆♦+✐❝❡ +❤♦✉❣❤ +❤❛+ +❤❡
❢♦(❝❡$ ❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ①✲♠♦♠❡♥+✉♠ ❛(❡ ❧②✐♥❣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ①✲✈❡❧♦❝✐+② ❝♦♠♣♦♥❡♥+$✱ ❛♥❞ +❤❡ ❢♦(❝❡$
❛$$♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ②✲♠♦♠❡♥+✉♠ ❛(❡ ❧②✐♥❣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ②✲✈❡❧♦❝✐+② ❝♦♠♣♦♥❡♥+$✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡+✇❡❡♥
+❤❡$❡ ✐$ +❤❡ ❝♦♥$+✐+✉+✐✈❡ (❡❧❛+✐♦♥$✳ ❚❤✐$ ✐$ ❞♦♥❡ +♦ ❜❡ ❝♦♥$✐$+❡♥+ ✇✐+❤ +❤❡ ♣❤②$✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉(✱
✇❤❡(❡ $+(❡$$❡$ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ +❤❡ $❛♠❡ $♣❛❝❡ ❛$ +❤❡ $+(❛✐♥ (❛+❡$✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ +❤❡ ❣(❛❞✐❡♥+ ♦❢ +❤❡
✈❡❧♦❝✐+②✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ +❤❡ $+(❡$$ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ ♦(❞❡( ❧♦✇❡( +❤❛♥ +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+②✳
❚♦ ♦❜+❛✐♥ ❛ $/✉❛(❡ ♠❛+(✐① $②$+❡♠✱ +❤❡ ❡/✉❛+✐♦♥$ ❛(❡ ♣✉+ ✐♥+♦ ✈❛(✐❛+✐♦♥❛❧ ❢♦(♠✱ ❛♥❞ +❤❡ ✇❡✐❣❤+
❢✉♥❝+✐♦♥ ❢♦( ❝♦♥+✐♥✉✐+② ❡/✉❛+✐♦♥ ✐$ ❝❤♦$❡♥ +♦ ❜❡ ✐♥ +❤❡ $❛♠❡ $♣❛❝❡ ❛$ +❤❡ ♣(❡$$✉(❡✱ +❤❡ ✇❡✐❣❤+
✶✾
✹✳ ▼✐♠❡&✐❝ ▼❡&❤♦❞+
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✲ ▲♦❝❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❞✐+❝,❡$❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐$✐❡+✱ ♣,❡++✉,❡+ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥$✉♠ ✢✉①❡+✳
❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦/ &❤❡ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❡0✉❛&✐♦♥+ ✐+ ❝❤♦+❡♥ &♦ ❜❡ ✐♥ &❤❡ +❛♠❡ +♣❛❝❡ ❛+ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&②✱ ❛♥❞ &❤❡
✇❡✐❣❤& ❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦/ &❤❡ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ❡0✉❛&✐♦♥ ✐+ ❝❤♦+❡♥ &♦ ❜❡ ✐♥ &❤❡ +❛♠❡ +♣❛❝❡ ❛+ &❤❡ ✈✐+❝♦✉+
❢♦/❝❡+✳ ❚❤✐+ ✐+ &❤❡ &/❛❞✐&✐♦♥❛❧ ❛♣♣/♦❛❝❤ ❦♥♦✇♥ ❢/♦♠ &❤❡ ●❛❧❡/❦✐♥ ❋❊▼✱ ❛♥❞ ♣❡/❢❡❝& ♠❛++ ❛♥❞
♠♦♠❡♥&✉♠ ❝♦♥+❡/✈❛&✐♦♥ ❛/❡ ♦❜+❡/✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ &❤❡ ❧✐❞ ❞/✐✈❡♥ ❝❛✈✐&② ✢♦✇ &❡+& ❝❛+❡✱ ❜✉&
+♠❛❧❧ +♣✉/✐♦✉+ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥+ ✐♥ ✈❡❧♦❝✐&② ❛/❡ ♦❜+❡/✈❡❞ ❛& &❤❡ ❜♦✉♥❞❛/✐❡+✱ ✇❤✐❝❤ &❤♦✉❣❤ ❞✐♠✐♥✐+❤ ❛+
&❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦/❞❡/ ✐+ ✐♥❝/❡❛+❡❞ ❛+ +❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉/❡ ✹✳✹✳ ❈♦♥+✐❞❡/❛❜❧❡ &✐♠❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡+&❡❞ &♦
✜❣✉/❡ ♦✉& ✇❤❛& &❤❡ /♦♦& ❝❛✉+❡ ♦❢ &❤❡+❡ +♣✉/✐♦✉+ ♦+❝✐❧❧❛&✐♦♥+ ✐+✱ ❛♥❞ /❡❝❡♥&❧② ✐& ✇❛+ ❝♦♥+✐❞❡/❡❞
&❤❛& ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② ❜❡&✇❡❡♥ +&/❡++ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐&② ✐+ ♥♦& +❛&✐+✜❡❞✳ ❈♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② ✐+ +❤♦/&❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❛ /❡0✉✐/❡♠❡♥& ✇❤✐❝❤ ❛/❡ &♦ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ &♦ ❡♥+✉/❡ &❤❛& ❛ +&/❛✐♥✲/❛&❡ ✜❡❧❞ ❤❛+ ❛ ✉♥✐0✉❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✜❡❧❞
❛++♦❝✐❛&❡❞ &♦ ✐&✳ ❘❡♠❡♠❜❡/ &❤❡ +&/❛✐♥✲/❛&❡ &❡♥+♦/ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✼✮✳ ■& ❝♦♥&❛✐♥+ &❤❡ ❣/❛❞✐❡♥& ♦❢ &❤❡
✈❡❧♦❝✐&② ✜❡❧❞✳ ❙♦ ✐❢ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✜❡❧❞ ✐+ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ &❤❡♥ ❛ ✉♥✐0✉❡ +&/❛✐♥✲/❛&❡ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛&❡❞✳ ❚❤✐+ ✐+ ♥♦& &❤❡ ❝❛+❡ ❢♦/ &❤❡ ♦♣♣♦+✐&❡ +✐&✉❛&✐♦♥✱ ✇❤❡/❡ &❤❡ +&/❛✐♥✲/❛&❡ ✜❡❧❞ ✐+ ❦♥♦✇♥✳
❙❛② ❛ /❡❢❡/❡♥❝❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✐+ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✐♥ ❛♥ ❛/❜✐&/❛/② ♣♦✐♥& ✐+ ❞❡+✐/❡❞✱ &❤❡♥ &❤✐+ ✐+
❛❝❝♦♠♣❧✐+❤❡❞ ❜② ✐♥&❡❣/❛&✐♥❣✳ ■& ✐+ ❛ ❢❛✐/ /❡0✉✐/❡♠❡♥&✱ &❤❛& ♥♦ ♠❛&&❡/ ✇❤✐❝❤ ✐♥&❡❣/❛&✐♦♥ ♣❛&❤ &❤❛&
✐+ ❝❤♦+❡♥✱ &❤❡♥ &❤❡ /❡+✉❧& ✐+ &❤❡ +❛♠❡✳ ❚❤✐+ ✐+ &❤❡ ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② /❡0✉✐/❡♠❡♥&✳ ❚❤✐+ /❡0✉✐/❡♠❡♥& ✐+
❛+ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❛❧✇❛②+ +❛&✐+✜❡❞ ❢♦/ &❤❡ ♦❢&❡♥ ✉+❡❞ ✈❡❧♦❝✐&②✲♣/❡++✉/❡ ❢♦/♠✉❧❛&✐♦♥✱ ✇❤❡/❡ &❤❡ +&/❡++ ✐+
♥♦& +♦❧✈❡❞ ❢♦/✳ ❚❤❡/❡ ✐+ ❛ ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② /❡0✉✐/❡♠❡♥& ✐♥ &❤✐+ ❢♦/♠✉❧❛&✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡/✱ ❛♥❞ &❤❛& ✐+ &❤❡
❢❛♠♦✉+ ✐♥❢✲+✉♣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❢♦/♠✉❧❛&❡❞ ✐♥ ❇❛❜✉➨❦❛ ❬✶✾✼✸❪ ❛♥❞ ❇/❡③③✐ ❬✶✾✼✹❪ +❛②✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ♣/❡++✉/❡
❛♣♣/♦①✐♠❛&✐♦♥ +♣❛❝❡ ♠✉+& ❜❡ +♠❛❧❧❡/ &❤❛♥ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ❛♣♣/♦①✐♠❛&✐♦♥ +♣❛❝❡✳ ■♥ ▼❛❞❛② ❛♥❞
S❛&❡/❛ ❬✶✾✽✾❪ ✐& ✇❛+ +❤♦✇♥ &❤❛& ❢♦/ +♣❡❝&/❛❧ ❡❧❡♠❡♥&+ &❤❡ ♣/❡++✉/❡ ❛♣♣/♦①✐♠❛&✐♦♥ +♣❛❝❡ +❤♦✉❧❞ ❜❡
PN−2 ✐❢ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ❛♣♣/♦①✐♠❛&✐♦♥ +♣❛❝❡ ✐+ PN ✳
❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ +&/✉❝&✉/❡ ♣/❡+❡/✈❛&✐♦♥ ✐& ✐+ /❡0✉✐/❡❞ &❤❛& &❤❡ +&/❡++❡+ ❛/❡ +♦❧✈❡❞ ❢♦/✱ +♦ ❛ ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&②
❜❡&✇❡❡♥ +&/❡++ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐&② ✐+ /❡0✉✐/❡❞✳ ■♥ ●❡//✐&+♠❛ ❛♥❞ S❤✐❧❧✐♣+ ❬✶✾✾✾❪ &❤❡ ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&②
/❡0✉✐/❡♠❡♥&+ ❢♦/ &❤❡ ❱❡❧♦❝✐&②✲S/❡++✉/❡✲❙&/❡++ ✭❱S❙✮ ❢♦/♠✉❧❛&✐♦♥ ✇❛+ +&❛&❡❞✳ ❚❤❡
✈❡❧♦❝✐&②✲♣/❡++✉/❡ /❡0✉✐/❡♠❡♥& +&✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇+ ▼❛❞❛② ❛♥❞ S❛&❡/❛ ❬✶✾✽✾❪✱ ❛♥❞ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&②✲+&/❡++
/❡0✉✐/❡♠❡♥& ✐+ ❢♦✉♥❞ &♦ ❜❡ &❤❛& &❤❡ ❛♣♣/♦①✐♠❛&✐♦♥ +♣❛❝❡ ♦❢ &❤❡ +&/❡++ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛! ❧❡❛$! &❤❡ +❛♠❡
+✐③❡ ❛+ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② +♣❛❝❡✳ ❚❤✐+ ✐+ ❤♦✇❡✈❡/ 0✉✐&❡ ✉♥❢♦/&✉♥❛&❡ ❜❡❝❛✉+❡ ❛+ +❡❡♥ ❛❜♦✈❡ &❤❡ +&/❡++
+♣❛❝❡ ✐+ +♠❛❧❧❡/ &❤❛♥ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② +♣❛❝❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✲ ❙!"❡❛♠❧✐♥❡ ♣❧♦!+ ✇✐!❤ ❞✐✛❡"❡♥! ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦"❞❡"✱ ❛♥❞ !❤❡ ❧❛+! ✐❧❧✉+!"❛!✐♦♥ +❤♦✇+ !❤❡ ♠❛++
❛♥❞ ♠♦♠❡♥!✉♠ ❝♦♥+❡"✈❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♠❛++ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥!✉♠ ❝❡❧❧+✱ "❡+♣❡❝!✐✈❡❧②✱ ❡✈❛❧✉❛!❡❞ ✇✐!❤ !❤❡ ✐♥✜♥✐!②
♥♦"♠✳
✐! "♦ ❝❤♦♦!❡ ❛ ❧❛)❣❡) !♣❛❝❡ ❢♦) "❤❡ !")❡!!✱ ❛♥❞ "❤❡♥ ❛♣♣❧② ❡①")❛ !")❡!! ❜♦✉♥❞❛)② ❝♦♥❞✐"✐♦♥! "♦
❡♥!✉)❡ "❤❛" "❤❡ !")✉❝"✉)❡ ✐! ♣)❡!❡)✈❡❞✳ ❆ !✉❣❣❡!"✐♦♥ ❢♦) !✉❝❤ ❛ ❢♦)♠✉❧❛"✐♦♥ ✐! ♦✉"❧✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡
❞)❛❢" ♣❛♣❡) ✐♥!❡)"❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❡♥❞ "❤✐! ❝❤❛♣"❡)✳ ■" ✐! ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦)❦ ❛♥❞ ✐" )❡✢❡❝"! "❤❡ !"❛"✉!
❛" "❤❡ !✉❜♠✐!!✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣)♦❣)❡!! )❡♣♦)"✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡) ✐! ✐♥!❡)"❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❢♦)♠❛" ♦❢ "❤✐! )❡♣♦)"✳
✷✶
✹✳ ▼✐♠❡&✐❝ ▼❡&❤♦❞+








❚❤✐+ ♣❛♣❡3 ❞❡+❝3✐❜❡+ ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♠❛++ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥&✉♠ ✐♥ ❙&♦❦❡+ ✢♦✇ ✐♥ &❡3♠+✳ ❇② ❛ +✉✐&❛❜❧❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜❛+✐+ ❢✉♥❝&✐♦♥+ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣3♦♣3✐❛&❡ ✇❡❛❦ ❢♦3♠✉❧❛&✐♦♥ ♠❛++ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❛3❡ ❡①❛❝&❧②
❝♦♥+❡3✈❡❞ ✐♥ &❤❡ L∞✲♥♦3♠✳ ❚❤❡ ♠❡&❤♦❞ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ &❤❡ ❧✐❞✲❞3✐✈❡♥ ❝❛✈✐&② ♣3♦❜❧❡♠✳
■♥#$♦❞✉❝#✐♦♥
❈♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ❧❛✇+ ❛♥❞ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ❡D✉❛&✐♦♥+ ♣❧❛② ✈❡3② ❞✐+&✐♥❝& 3♦❧❡+ ✐♥ ♣❤②+✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧+✳
❈♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ❧❛✇+ ❡①♣3❡++ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ 3❡❧❛&✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ +❛&✐+✜❡❞ ❢♦3 ❛❧❧ ♠❛&❡3✐❛❧+✱
✇❤❡3❡❛+ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ❡D✉❛&✐♦♥+ 3❡♣3❡+❡♥& ♠❛❝3♦+❝♦♣✐❝ 3❡❧❛&✐♦♥+ ♦❢ ♠♦3❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ♣3♦❝❡++❡+ ❛&
&❤❡ ♠✐❝3♦+❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ❧❛✇+ ❛3❡ ❞❡✈♦✐❞ ♦❢ ♠❛&❡3✐❛❧ ♣❛3❛♠❡&❡3+✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡
❡D✉❛&✐♦♥+ ❝♦♥&❛✐♥ ♣❛3❛♠❡&❡3+ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛3❛❝&❡3✐③❡ &❤❡ ♠❛&❡3✐❛❧ ✉♥❞❡3 +&✉❞②✳ ❊❛3❧✐❡3 +&✉❞✐❡+
3❡✈❡❛❧❡❞ &❤❛& ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ❧❛✇+ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝&❧② 3❡♣3❡+❡♥&❡❞ ❛& &❤❡ ❞✐+❝3❡&❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡
♥✉♠❡3✐❝❛❧ ❛♣♣3♦①✐♠❛&✐♦♥ ♦❝❝✉3+ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ❡D✉❛&✐♦♥+✳ ■♥ &❤✐+ ♣❛♣❡3 ✇❡ ✇❛♥& &♦ ❡①&❡♥❞
&❤❡+❡ ✐❞❡❛+ &♦ ✈❡❝&♦3✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ❧❛✇+✱ +✉❝❤ ❛+ ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛3 ♠♦♠❡♥&✉♠ ✐♥
❝♦♥&✐♥✉✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝+✳
■♥ ♦3❞❡3 &♦ +❛&✐+❢② ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♠❛++ ❡①❛❝&❧② ❛& &❤❡ ❞✐+❝3❡&❡ ❧❡✈❡❧✱ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✉♥❦♥♦✇♥+ +❤♦✉❧❞
❜❡ +&❛❣❣❡3❡❞ +✐♠✐❧❛3 &♦ ✇❤❛& ❤❛+ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜② ❑♦♣3✐✈❛ ❬✶✾✾✻❪✱ ❛♥❞ ✇❤❛& ✐+ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ +&❛❣❣❡3❡❞
✜♥✐&❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡&❤♦❞+✳ ❆+ ❛ 3❡+✉❧& ♦❢ &❤✐+ ❝❤♦✐❝❡✱ &❤❡ ♥♦3♠❛❧ ✈❡❧♦❝✐&② ❝♦♠♣♦♥❡♥&+ ❛3❡ 3❡❛❞✐❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛& &❤❡ ❜♦✉♥❞❛3②✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ &❛♥❣❡♥&✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐&② ❝♦♠♣♦♥❡♥&+ ❛3❡ ❛❞❞❡❞ ✉+✐♥❣ ❣❤♦+& ♣♦✐♥&+✳
❚❤✐+ ♣♦+✐&✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥+ ❤❛+ ❝♦♥+❡D✉❡♥❝❡+ ❢♦3 &❤❡ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❡D✉❛&✐♦♥✳ ❆ ✇❡❛❦ ❢♦3♠✉❧❛&✐♦♥
✐+ ♣3❡+❡♥&❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♥♦3♠❛❧ +&3❡++ ❝♦♠♣♦♥❡♥&+ ❛3❡ &3❡❛&❡❞ ❞✐✛❡3❡♥&❧② ❢3♦♠ &❤❡ +❤❡❛3 +&3❡++✳
■♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✷ &❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦3♠✉❧❛&✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣3❡+❡♥&❡❞✳ ■♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✸ &❤❡ +♣❡❝&3❛❧ ❜❛+✐+ ❢✉♥❝&✐♦♥+ ❛♥❞
&❤❡ &3❡❛&♠❡♥& ♦❢ ❜♦✉♥❞❛3② ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥&3♦❞✉❝❡❞✳ ❘❡+✉❧&+ ♦❢ &❤✐+ +♣❡❝&3❛❧ +❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹ ❢♦3 ❙&♦❦❡+ ✢♦✇ ✐♥ ❛ &❤❡ ❧✐❞✲❞3✐✈❡♥ ❝❛✈✐&②✳ ❈♦♥❝❧✉+✐♦♥+ ❛♥❞ ❢✉&✉3❡ ✇♦3❦ ❛3❡
❞✐+❝✉++❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✺✳
❲❡❛❦ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ ❙#♦❦❡" ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥
▲❡& Ω ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐&❤ ▲✐♣+❝❤✐&③ ❜♦✉♥❞❛3② ∂Ω✱ &❤❡♥ &❤❡ ✐♥❝♦♠♣3❡++✐❜❧❡ ❙&♦❦❡+ ✢♦✇ ✐♥
✈❡❝&♦3 ♥♦&❛&✐♦♥ ✐+ ❞❡+❝3✐❜❡❞ ❜② &❤❡ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❡D✉❛&✐♦♥✿
❞✐✈ σ = −❣3❛❞(p) + ❞✐✈~τ = 0 ✐♥ Ω , ✭✹✳✶✵✮
&♦❣❡&❤❡3 ✇✐&❤ ❝♦♥+❡3✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♠❛++ ❢♦3 ❛♥ ✐♥❝♦♠♣3❡++✐❜❧❡ ♠❡❞✐✉♠✿
❞✐✈ ~u = 0 ✐♥ Ω , ✭✹✳✶✶✮
❛♥❞ ❛ +✉✐&❛❜❧② ❝❤♦+❡♥ ❝♦♥+&✐&✉&✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦+ &❤❡ +&3❛✐♥✲3❛&❡ &♦ &❤❡ +&3❡++✳ ■♥ &❤✐+ ♣❛♣❡3
◆❡✇&♦♥✬+ ❧❛✇ ♦❢ ✈✐+❝♦+✐&② ✐+ ❝❤♦+❡♥✿
~τ = 2µ~D. ✭✹✳✶✷✮
✶
❑❡♥♥❡# ❖❧❡&❡♥








❉❡❧❢# ❯♥✐✈❡)&✐#② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✲ ❋❛❝✉❧#② ♦❢ ❆❡)♦&♣❛❝❡ ❊♥❣✐♥❡❡)✐♥❣✱ ❑❧✉②✈❡)✇❡❣ ✷✱ ✷✻✷✾ ❍❙ ❉❡❧❢#✱ ❚❤❡ ◆❡#❤❡)❧❛♥❞&✱
❡✲♠❛✐❧✿ ♠✳✐✳❣❡))✐#&♠❛❅#✉❞❡❧❢#✳♥❧
✷✷
❍❡"❡ p ✐$ %❤❡ ♣"❡$$✉"❡ ✜❡❧❞✱ ~u ✐$ %❤❡ ✈❡❧♦❝✐%② ✜❡❧❞✱ ~τ ✐$ %❤❡ $❡❝♦♥❞ ♦"❞❡" ✈✐$❝♦✉$ $%"❡$$ %❡♥$♦"✱ µ ✐$
%❤❡ ❝♦♥$%❛♥% ✈✐$❝♦$✐%② ❝♦❡✣❝✐❡♥% ♦❢ %❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞






T ~u+ ❣"❛❞ ~u
)
.
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐$ $✉♣♣❧❡♠❡♥%❡❞ ❜② %❤❡ ❜♦✉♥❞❛"② ❝♦♥❞✐%✐♦♥$
~u = 0 ❛❧♦♥❣ ∂Ω .
❊❛"❧✐❡" ✇♦"❦ ♦♥ ♠✐♠❡%✐❝ $♣❡❝%"❛❧ ❡❧❡♠❡♥% ♠❡%❤♦❞$ ❢♦" ❙%♦❦❡$ ✢♦✇ ❍✐❡♠$%"❛ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪❀ ❑"❡❡❢%
❛♥❞ ●❡""✐%$♠❛ ❬✷✵✶✸❪ ❜❛$❡❞ ♦♥ %❤❡ ✈♦"%✐❝✐%②✲✈❡❧♦❝✐%②✲♣"❡$$✉"❡ ✭❱❱L✮ ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ♥♦% ❜❡
✉$❡❞ ❤❡"❡✳ ❚❤❡ ❱❱L ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥ ✐$ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦" ❝♦♥$%❛♥% ✈✐$❝♦$✐%② ❝♦❡✣❝✐❡♥%$ ❛♥❞ ❞♦❡$
♥♦% ❡♥$✉"❡ ❝♦♥$❡"✈❛%✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛" ♠♦♠❡♥%✉♠✳ ❚❤✐$ ♣❛♣❡" ✐♥$%❡❛❞ ❢♦❝✉$❡$ ♦♥ %❤❡
✈❡❧♦❝✐%②✲♣"❡$$✉"❡✲$%"❡$$ ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉$❡❞ ❢♦" ♥♦♥✲❝♦♥$%❛♥% ✈✐$❝♦$✐%② ❝♦❡✣❝✐❡♥%$ ❛♥❞
❛❧$♦ ❣✉❛"❛♥%❡❡$ ❢♦"❝❡ ❡N✉✐❧✐❜"✐✉♠✳ ❆ $✐♠✐❧❛" ❛♣♣"♦❛❝❤ ✇❛$ ❞❡$❝"✐❜❡❞ ✐♥ ❚♦$❤♥✐✇❛❧ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱
❜✉% ❛♣♣"♦❛❝❤ ❞❡$❝"✐❜❡❞ ✐♥ %❤❛% ♣❛♣❡" ✇❛$ ♠♦"❡ ❛❦✐♥ %♦ ❛ $♣❡❝%"❛❧ ✜♥✐%❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡%❤♦❞✳
■♥ ●❡""✐%$♠❛ ❛♥❞ L❤✐❧❧✐♣$ ❬✶✾✾✾❪ ❛ ♠✐①❡❞ ✈❡❧♦❝✐%②✲♣"❡$$✉"❡✲$%"❡$$ ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❞❡"✐✈❡❞




(σ : σ)− b(σ, ~v) + (q,∇ · ~v) , ✭✹✳✶✸✮
✇❤❡"❡ q ∈ L2(Ω)✱ ~v ∈ H(div; Ω) ❛♥❞ σ ∈ [H(div; Ω)]2×2s ✇❤✐❝❤ ✐$ %❤❡ $♣❛❝❡ ♦❢ $②♠♠❡%"✐❝
2✲%❡♥$♦"$ ✇✐%❤ $N✉❛"❡ ✐♥%❡❣"❛❜❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥%$ ❛♥❞ ✐%$ ❞✐✈❡"❣❡♥❝❡ ✐$ $N✉❛"❡ ✐♥%❡❣"❛❜❧❡✳





























❆ $%❛%✐♦♥❛"② ♣♦✐♥% (~u, p, τ) ♦❢ %❤❡ ▲❛❣"❛♥❣✐❛♥ ♥❡❡❞$ %♦ $❛%✐$❢② %❤❡ ✈❛"✐❛%✐♦♥❛❧ ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥
(∇ · ~v, p) −b(τ , ~v) = 0 ∀~v ∈ H(div; Ω)
(∇ · ~u, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω)




❚❤✐$ $②$%❡♠ ❝♦♥$%✐%✉%❡$ ❛ $②♠♠❡%"✐❝✱ ❞♦✉❜❧② ❝♦♥$%"❛✐♥❡❞✱ ♠✐①❡❞ ❢♦"♠✉❧❛%✐♦♥✱ $❡❡ ●❡""✐%$♠❛ ❛♥❞
L❤✐❧❧✐♣$ ❬✶✾✾✾❪✳ ❋♦" ✇❡❧❧✲♣♦$❡❞♥❡$$ %❤❡ ✈❛"✐♦✉$ ❢✉♥❝%✐♦♥ $♣❛❝❡$ ♥❡❡❞ %♦ $❛%✐$❢② ❛♣♣"♦♣"✐❛%❡ ✐♥❢✲$✉♣
❝♦♥❞✐%✐♦♥$✳
■♥ %❤❡ ❞✐$❝"❡%❡ $❡%%✐♥❣ ✇❡ $❡❧❡❝% ✜♥✐%❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ $✉❜$♣❛❝❡$ Q ⊂ L2(Ω)✱ V ⊂ H(div; Ω) ❛♥❞
T ⊂ [H(div; Ω)]2×2s ❢♦" ✇❤✐❝❤ %❤❡ ✈❛"✐❛%✐♦♥❛❧ $%❛%❡♠❡♥% "❡❛❞$✿ ❋✐♥❞ (~u
h, ph, τh) ∈ V ×Q× T
$✉❝❤ %❤❛%
(∇ · ~vh, ph) −b(τh, ~vh) = 0 ∀~vh ∈ V
(∇ · ~uh, qh) = 0 ∀qh ∈ Q
−b(σh, ~uh) + 12µ (τ
h : σh) = 0 ∀σh ∈ T
✭✹✳✶✻✮
❚❤❡$❡ ❞✐$❝"❡%❡ $♣❛❝❡$ ❤❛✈❡ %♦ $❛%✐$❢② ❝♦♠♣❛%✐❜✐❧✐%② ❝♦♥❞✐%✐♦♥$ %♦ ❡♥$✉"❡ ❛ ✉♥✐N✉❡ $♦❧✉%✐♦♥✳ ▲❡%
ZV ⊂ V ❜❡ %❤❡ $♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐$❝"❡%❡ ✈❡❝%♦" ✜❡❧❞$✱ ~v
h
✇❤✐❝❤ $❛%✐$❢② ∇ · ~vh = 0✱ %❤❡♥ Z⊥V ≃ Q ❧❡❛❞$ %♦
❛ ❧♦❝❛❧❧② ♠❛$$ ❝♦♥$❡"✈✐♥❣ $❝❤❡♠❡✳ ■❢ Z⊥V ✐$ %♦♦ ❧❛"❣❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛♣♣"♦①✐♠❛%❡ ♠❛$$
❝♦♥$❡"✈❛%✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ Z⊥V ✐$ %♦♦ $♠❛❧❧ $♣✉"✐♦✉$ ♣"❡$$✉"❡ ♦$❝✐❧❧❛%✐♦♥$ ✇✐❧❧ "❡$✉❧%✳ ❋✐♥✐%❡
❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧ $♣❛❝❡$ V ❛♥❞ Q ✇❤✐❝❤ $❛%✐$❢② Z⊥V ≃ Q ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $%✉❞✐❡❞ ✐♥ ❍✐❡♠$%"❛ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪❀
❑"❡❡❢% ❛♥❞ ●❡""✐%$♠❛ ❬✷✵✶✸❪❀ ❚♦$❤♥✐✇❛❧ ❡% ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉$❡❞ ❤❡"❡✳
✷✸
✹✳ ▼✐♠❡&✐❝ ▼❡&❤♦❞+
❙✐♠✐❧❛/❧②✱ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✜♥✐&❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐&② +♣❛❝❡+ V ❛♥❞ T ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ ✐♠♣♦+❡❞✳
❈♦♥+✐❞❡/ &❤❡ +♣❛❝❡ ZT ⊂ V ❝♦♥+✐+&✐♥❣ ♦❢ ✈❡❝&♦/ ✜❡❧❞+ ~v
h
❢♦/ ✇❤✐❝❤ &❤❡ +②♠♠❡&/✐❝ ♣❛/& ♦❢ &❤❡
✈❡❧♦❝✐&② ❣/❛❞✐❡♥& ✈❛♥✐+❤❡+✱ ✐✳❡✳
ZT = {~v
h ∈ V |∇vh +∇T~vh = 0} ≡ {~vh ∈ V | b(σ, ~vh) = 0, ∀σ ∈ [H(div; Ω)]2×2s }✳ ◆♦&❡ &❤❛&
ZT ✐+ &❤❡ +♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ +♦❧✐❞ ❜♦❞② ♠♦&✐♦♥+ ✭&/❛♥+❧❛&✐♦♥+ ❛♥❞ /♦&❛&✐♦♥+✮✳ ❈♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② ♥♦✇
/❡>✉✐/❡+ &❤❛& Z⊥T ≃ T ✳ ■❢ Z
⊥
T ✐+ &♦♦ ❧❛/❣❡ ✇❡ +❛&✐+❢② ❝♦♥+❡/✈❛&✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❧♦❝❛❧❧②✱ ❜✉& ✇❡
❤❛✈❡ +♣✉/✐♦✉+ ✈❡❧♦❝✐&② ♠♦❞❡+✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ Z⊥T ✐+ &♦♦ +♠❛❧❧ &❤❡♥ ✇❡ ♦♥❧② ❛♣♣/♦①✐♠❛&❡ ❝♦♥+❡/✈❛&✐♦♥ ♦❢
♠♦♠❡♥&✉♠✳ ■♥ ❝❛+❡ ✇❡ ♣/❡+❝/✐❜❡ ❜♦&❤ ♥♦/♠❛❧ ❛♥❞ &❛♥❣❡♥&✐❛❧ ❜♦✉♥❞❛/② ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ❢♦/ &❤❡
✈❡❧♦❝✐&② ✕ ❛+ ✇❡ ❞♦ ✐♥ &❤✐+ ♣❛♣❡/ ✕✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛&❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ +♦❧✐❞ ❜♦❞② ♠♦&✐♦♥+✱ ZT = ∅✳
❙♣❡❝$%❛❧ ❡❧❡♠❡♥$ ❜❛+✐+ ❢✉♥❝$✐♦♥+
■♥ &❤✐+ ♣❛♣❡/ ✇❡ ✉+❡ ❛ ❜❧❡♥❞ ♦❢ ❜❛+✐+ ❢✉♥❝&✐♦♥+✳ ▲❡& ξi✱ i = 0, . . . , N ❜❡ &❤❡
●❛✉++✲▲♦❜❛&&♦✲▲❡❣❡♥❞/❡ ✭●▲▲✮ ♣♦✐♥&+ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣/❡❡ N ❛♥❞ ξ̃i✱ i = 1, . . . , N &❤❡
●❛✉++✲▲❡❣❡♥❞/❡ ✭●▲✮ ♣♦✐♥&+✳ ◆♦&❡ &❤❛& ξi−1 < ξ̃i < ξi✱ ❢♦/ i = 1, . . . , N ✳ ❋✉/&❤❡/♠♦/❡✱ ✇❡
✐♥&/♦❞✉❝❡ &❤❡ ❡①&❡♥❞❡❞ ●❛✉++✲▲❡❣❡♥❞/❡ ✭❊●▲✮ ♣♦✐♥&+✱ (ξ̃0 = −1, ξ̃i, ξ̃N+1 = 1)✱ ✐✳❡✳ &❤❡
●❛✉++✲▲❡❣❡♥❞/❡ ♣♦✐♥&+ ♣❧✉+ &❤❡ ♣♦✐♥&+ −1 ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ▲❛❣/❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ ❛++♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡
●▲▲ ♣♦✐♥&+ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦&❡❞ ❜② hi(ξ)✱ &❤❡ ▲❛❣/❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ ❛++♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ●▲ ♣♦✐♥&+
✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦&❡❞ ❜② h̃i(ξ) ❛♥❞ &❤❡ ▲❛❣/❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ ❛++♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❊●▲ ♣♦✐♥&+ ✇✐❧❧ ❜❡
/❡❢❡//❡❞ &♦ ❛+ h̃e(ξ)✳ ❋/♦♠ &❤❡ ▲❛❣/❛♥❣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧+ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥+&/✉❝& &❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡❞❣❡









dh̃e(ξ) , i = 1, . . . , N + 1 .
ei(ξ) ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ N − 1 ❛♥❞ ẽi(ξ) ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ N ✳ ❲✐&❤ &❤❡+❡ ❜❛+✐+















vi,j h̃i(ξ)hj(η) . ✭✹✳✶✼✮
◆♦&❡ &❤❛& &❤❡ ξ✲❝♦♠♣♦♥❡♥& ♦❢ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&② ✐+ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ N ✐♥ &❤❡ ξ✲❞✐/❡❝&✐♦♥ ❛♥❞ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ N − 1 ✐♥ &❤❡ η✲❞✐/❡❝&✐♦♥✱ u ∈ PN,N−1✳ ❙✐♠✐❧❛/❧②✱ &❤❡ η✲❝♦♠♣♦♥❡♥& ♦❢ &❤❡










❚❤✐+ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐&② ❛♥❞ ♣/❡++✉/❡ ❡①♣❛♥+✐♦♥ ❣✉❛/❛♥&❡❡+ &❤❛& Z⊥V ≃ Q ❛♥❞ &❤❡/❡❢♦/❡ ✇❡
❤❛✈❡ ❡①❛❝& ♠❛++ ❝♦♥+❡/✈❛&✐♦♥ ✇✐&❤♦✉& +♣✉/✐♦✉+ ♣/❡++✉/❡ ♠♦❞❡+✳ ❚❤❡ ♦♥❧② +✐♥❣✉❧❛/ ♠♦❞❡ ✐♥ &❤❡
♣/❡++✉/❡ ✜❡❧❞ ✐+ &❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧ +✐♥❣✉❧❛/ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ +&❛&❡+ &❤❛& &❤❡ ♣/❡++✉/❡ ✐+ ❞❡&❡/♠✐♥❡❞ ✉♣ &♦ ❛
❝♦♥+&❛♥&✳ ❲❡ ❝❛♥ /❡♠♦✈❡ &❤✐+ ♠♦❞❡ ❜② ✐♠♣♦+✐♥❣
ˆ
Ω







pi,j = 0 . ✭✹✳✶✽✮
























































(τηη i,j − τηη i,j−1)ei(ξ)ẽj(η) ∈ P
N−1,N .
❙♦✱ ✐♥ "❡0♠% ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡❣0❡❡ ∂τhξξ/∂ξ ✐% ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ %♣❛❝❡ ❛% "❤❡ ξ✲❝♦♠♣♦♥❡♥" ♦❢ ~u
h
❛♥❞
∂τηη/∂η ✐% ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %♣❛❝❡ ❛% "❤❡ η✲❝♦♠♣♦♥❡♥" ♦❢ ~u
h
✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ %✐♥❝❡ u ♥❡❡❞% "♦ ❜❡
③❡0♦ ♦♥ "❤❡ ❧❡❢" ❛♥❞ 0✐❣❤" ❜♦✉♥❞❛0②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ "♦ ❝♦♥%"0❛✐♥ τhξξ ❜② %❡""✐♥❣
∂τhξξ
∂ξ




= 0 ❢♦0 η = ±1 .
❲✐"❤ "❤❡%❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♥%"0❛✐♥"% ✇❡ ❡♥%✉0❡ "❤❛" ∂τhξξ/∂ξ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣0❡%%❡% ✐♥ "❤❡ ❞✐%❝0❡"❡
u✲✈❡❧♦❝✐"② %♣❛❝❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡0%❛✱ ❡✈❡0② u ✈❛♥ ❜❡ ❡①♣0❡%%❡❞ ✐♥ "❡0♠% ♦❢ "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ τhξξ✲ ❞❡0✐✈❛"✐✈❡%✳
❚❤❡ %❛♠❡ ❤♦❧❞% ❢♦0 ∂τhξξ/∂ξ ❛♥❞ v✳
❋♦0 "❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦0♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %❤❡❛0 %"0❡%% ✇❡ ♥❡❡❞ "♦ ❞✐%❝0❡"✐③❡ "❤❡ %❤❡❛0 0❛"❡% ∂u/∂η ❛♥❞




















(vi+1,j − vi,j)ẽi(ξ)hj(η) , ✭✹✳✷✵✮
◆♦"❡ "❤❛" ✐♥ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✵✮ ✇❡ ✐♥"0♦❞✉❝❡❞ ❡①♣❛♥%✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥"% ✇❤✐❝❤ ✇❡0❡ ♥♦" ✐♥ "❤❡ ✈❡❧♦❝✐"②
❡①♣❛♥%✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✳ ❚❤❡%❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥"% ❛0❡ ✉%❡❞ "♦ ✐♥%❡0" "❤❡ ♣0❡%❝0✐❜❡❞ "❛♥❣❡♥"✐❛❧
✈❡❧♦❝✐"② ❝♦♠♣♦♥❡♥"% ❛❧♦♥❣ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛0②✳ ❙♦ ✇❤❡♥❡✈❡0 ✐♥ ✭✹✳✶✾✮ ✇❡ 0❡❢❡0 "♦ ui,0 ♦0 ui,N+1 ✇❡
0❡♣❧❛❝❡ ✐" ❜② "❤❡ ❧♦❝❛❧ "❛♥❣❡♥"✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐"② ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡0 ✇❡ 0❡❢❡0 "♦ v0,j ❛♥❞ vN+1,j ✇❡ 0❡♣❧❛❝❡
"❤❡%❡ ✈❛❧✉❡% ❜② "❤❡ ♣0❡%❝0✐❜❡❞ "❛♥❣❡♥"✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐"② ❛" "❤❡ ❧❡❢" ❛♥❞ 0✐❣❤" ❜♦✉♥❞❛0②✱ 0❡%♣❡❝"✐✈❡❧②✳
◆♦"❡ "❤❛" ∂u/∂η ❛♥❞ ∂v/∂ξ ❛0❡ ✐♥ "❤❡ %❛♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %♣❛❝❡ ❛% "❤❡ %❤❡❛0 %"0❡%% 0❡♣0❡%❡♥"❛"✐♦♥✳
✷✺
✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥&❡♥& ♦❢ &❤✐) ♣+♦❣+❡)) +❡♣♦+& +❡✢❡❝&) &❤❡ ❝✉++❡♥& )&❛&✉) ♦❢ &❤✐) 0❤❉ ♣+♦❥❡❝&✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦+✐&②
♦❢ &❤❡ &✐♠❡ )♦ ❢❛+ ❤❛) ❜❡❡♥ ✉&✐❧✐)❡❞ &♦ ❧❡❛+♥ ❛♥❞ ✉♥❞❡+)&❛♥❞ &❤❡ &❤❡♦+② ♦❢ +❤❡♦❧♦❣②✱ ❤✐❣❤ ♦+❞❡+
♠❡&❤♦❞) ❛♥❞ &❤❡ ♠✐♠❡&✐❝ ♠❡&❤♦❞✱ ❛) ✇❡❧❧ ❛) ❝♦♠♣❧❡&✐♥❣ &❤❡ +❡;✉✐+❡❞ ✸✵ ❊❈❚❙ ♣♦✐♥&) ♦❢ ❝♦✉+)❡)✳
❆ )&+✉❝&✉+❡ ♣+❡)❡+✈✐♥❣ ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❙&♦❦❡) ♣+♦❜❧❡♠ ❤❛) ❜❡❡♥ )✉❣❣❡)&❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦✉❣❤& &♦
♣+❡)❡+✈❡ ♠❛)) ❛♥❞ ♠♦♠❡♥&✉♠ ❢♦+ ❛+❜✐&+❛+② ❝♦♥)&✐&✉&✐✈❡ ♠♦❞❡❧)✳
❖♥❧② )❡❧❡❝&❡❞ &❤❡♦+② ♦❢ +❤❡♦❧♦❣② ❤❛) ❜❡❡♥ ♣+❡)❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐) +❡♣♦+&✱ ❛♥❞ ♥♦ ♥✉♠❡+✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥
❤❛) ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ )✉❜)&❛♥&✐❛❧ ♣❛+& ♦❢ &❤❡ ❢✉&✉+❡ ✇♦+❦✳
■& ❤❛) ❜❡❡♥ )❤♦✇♥ &❤❛& &❤❡ ❤✐❣❤ ♦+❞❡+ ❋❊▼ ♦❜&❛✐♥) ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ +❛&❡)✱ ✇❤✐❝❤ ✐) )✉♣❡+✐♦+ &♦ ❧♦✇
♦+❞❡+ ♠❡&❤♦❞)✳ ◆♦♥✲)♠♦♦&❤ ❢✉♥❝&✐♦♥) ❛+❡ ♥♦& ❝❛♣&✉+❡❞ ✇❡❧❧ ❜② ❤✐❣❤ ♦+❞❡+ ♠❡&❤♦❞) ✉♥❧❡)) &❤❡
♥♦♥✲)♠♦♦&❤ ♣♦✐♥& ✐) ❧♦❝❛&❡❞ ❛& &❤❡ ✐♥&❡+❢❛❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥&)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛)❡ &❤❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡
+❛&❡ ✐) ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ +❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧) ❞❡)❝+✐❜❡❞ ✐♥ &❤✐) ♣+♦❣+❡)) +❡♣♦+& ✐♥ ❣❡♥❡+❛❧ ❛+❡
)♠♦♦&❤✱ ✐& ✐) ❛))❡))❡❞ &❤❛& ❤✐❣❤ ♦+❞❡+ ♠❡&❤♦❞) ❛+❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
❈♦♥)✐❞❡+❛❜❧❡ &✐♠❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ )♣❡♥❞ &♦ ✉♥❞❡+)&❛♥❞ &❤❡ ❡))❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♠❡&✐❝ ♠❡&❤♦❞✱ ✇❤❡+❡ 0❛❧❤❛
❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❑+❡❡❢& ❬✷✵✶✸❪ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝♦♥)✐❞❡+❛❜❧❡ ✐♥)♣✐+❛&✐♦♥) ❛) ✇❡❧❧ ❛) ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❢+♦♠ ▼❛+❝
●❡++✐&)♠❛✳ ❚❤❡ &♦♣✐❝ ❡①&❡♥)✐✈❡❧② +❡❧✐❡) ♦♥ ❞✐✛❡+❡♥&✐❛❧ ❣❡♦♠❡&+②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧✐❜❡+❛&❡❧② ❤❛) ❜❡❡♥
♦♠✐&&❡❞ ✐♥ &❤✐) +❡♣♦+& ❞✉❡ &♦ +❡❛❞❛❜✐❧✐&②✳
❆ ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥ ❤❛) ❜❡❡♥ ❞❡+✐✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣+❡)❡+✈❡) ♠❛)) ❛♥❞ ♠♦♠❡♥&✉♠ &♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣+❡❝✐)✐♦♥
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥& ♦❢ &❤❡ +❡)♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦)✐&✐♦♥✳ ❚❤✐) ❤❛) ❜❡❡♥ )❤♦✇♥ ♦♥ &❤❡ ❧✐❞
❞+✐✈❡♥ ❝❛✈✐&② &❡)& ❝❛)❡✳ ❙♣✉+✐♦✉) ✈❡❧♦❝✐&② ♦)❝✐❧❧❛&✐♦♥) ❛+❡ ♦❜)❡+✈❡❞ &❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
&+❛❝❡❞ &♦ &❤❡ ♥♦♥✲)❛&✐)✜❡❞ ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&② ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ ✈❡❧♦❝✐&② ❛♥❞ )&+❡))✳ ❚❤✐) ❝❛♥ ❜❡
❛♠❡♥❞❡❞ ❜② ❝❤♦♦)✐♥❣ ❛♣♣+♦♣+✐❛&❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛&✐♦♥ )♣❛❝❡) ❢♦+ &❤❡ )&+❡))✳ ❯♥❢♦+&✉♥❛&❡❧② ✐❢ &❤❡ )&+❡))
)♣❛❝❡ ✐) &♦♦ )♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛+❡❞ &♦ &❤❡ ✈❡❧♦❝✐&②✱ )♣✉+✐♦✉) ♦)❝✐❧❧❛&✐♦♥) ✇✐❧❧ ❜❡ ♣+❡)❡♥&✱ ❜✉& ✐❢ ✐&
❜❡❝♦♠❡) &♦♦ ❧❛+❣❡ ♦♥ &❤❡ ♦&❤❡+ ❤❛♥❞✱ )&+✉❝&✉+❡ ♣+❡)❡+✈❛&✐♦♥ ✐) ❧♦)&✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❢♦+♠✉❧❛&✐♦♥ ✇❤✐❝❤
)❛&✐)✜❡) &❤❡)❡ &✇♦ +❡;✉✐+❡♠❡♥&) ✐) ❝✉++❡♥&❧② ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦+❦✳
✷✻
✻ ❋✉#✉$❡ ❲♦$❦
❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ✐# ❞❡❞✐❝❛&❡❞ &♦ ❞❡#❝+✐❜✐♥❣ ❤♦✇ &❤❡ +❡♠❛✐♥✐♥❣ &✐♠❡ ♦❢ &❤❡ 1❤❉ ♣+♦❥❡❝& ✇✐❧❧ ❜❡
✉&✐❧✐#❡❞✳ ■& ✐# ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ &❤+❡❡ #❡❝&✐♦♥#✱ ♥❛♠❡❧② ❛ &❤❡♦+❡&✐❝❛❧ ♣❛+&✱ ❛♥ ❡①♣❡+✐♠❡♥&❛❧ ♣❛+& ❛♥❞ ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣❛+&✳ ❚❤❡ ♦+❞❡+ ♦❢ &❤❡#❡ #❡❝&✐♦♥# ❝♦++❡#♣♦♥❞# &♦ &❤❡ ♦+❞❡+ ❛& ✇❤✐❝❤ &❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡
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